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En este trabajo, estudiamos y exploramos una clase de desigualdades integrales de Hermite-Hadamard
utilizando diferentes nociones de convexidad a través de integrales ponderadas. La desigualdad de Holder
será importante ya que se utiliza para crear esta clase, que tiene diversas aplicaciones en la teoŕıa de
optimización. También estudiamos ciertas desigualdades de tipo trapezoidal y estimaciones de error de
punto medio.

Debido a sus múltiples aplicaciones dentro y fuera de la matemática, las funciones convexas tienen un rol
destacado en Matemática.

Se dice que una función f : I → R, I := [a, b] es convexa si

f
(
λx+ (1− λ)y

)
≤ λψ(x) + (1− λ)ψ(y), (1)

para todo x, y ∈ I y λ ∈ [0, 1]. Si se invierte la desigualdad última, entonces la función f es cóncava en
dicho intervalo.

En el marco de las funciones convexas, una de las desigualdades más conocidas es la de Hermite-Hadamard.
Para cierta función convexa f , en el intervalo [a, b], se cumple que,

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫
abf(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2
. (2)

Algunas de las nociones de convexidad que utilizaremos en este trabajo, para una función convexa f , son:

Sea h : [0, 1]→ R una función no negativa, h 6= 0 y f : I = [0,+∞)→ [0,+∞). Si la desigualdad

f (tξ +m(1− t)ς) ≤ hs(t)f(ξ) +m(1− hs(t))f
( ς
m

)
(3)

se cumple para todo ξ, ς ∈ I y t ∈ [0, 1], donde m ∈ [0, 1], s ∈ [−1, 1], entonces la función f se llama
(h,m)-convexa modificada del primer tipo en I.

Análogamente, tenemos:

Sea h : [0, 1]→ R una función no negativa, h 6= 0 y f : I = [0,+∞)→ [0,+∞). Si se cumple la desigualdad

f (tξ +m(1− t)ς) ≤ hs(t)f(ξ) +m(1− h(t))sf
( ς
m

)
(4)

para todo ξ, ς ∈ I y t ∈ [0, 1], donde m ∈ [0, 1], s ∈ [−1, 1], entonces la función f se llama (h,m)-convexa
modificada del segundo tipo en I.

A partir de las nociones de convexidad previas, se deducen resultados que involucran otras nociones, por
ejemplo, funciones m-convexas, s-convexas.

En los resultados, también será importante el uso de la función Beta. Ésta es una función especial re-
lacionada fuertemente con la función gamma y los coeficientes binomiales. Se la define de la siguiente
manera,

B(x, y) =
∫ 1

0 s
x−1(1− s)y−1ds,

1



donde R(x) > 0 y R(y) > 0.

Los operadores generalizados que utilizamos en nuestro trabajo son del tipo:

Sean α > 0, y α 6= 1, 2, 3, . . ., n = [α] + 1, f ∈ ACn[a, b], el espacio de funciones que tienen las n-ésimas
derivadas absolutamente continuas. Las derivadas fraccionarias de Caputo del lado derecho y del lado
izquierdo de orden α se definen de la siguiente manera:(
CDα

a+f
)

(x) = 1
Γ(n−α)

∫ x
a

f (n)(t)dt
(x−t)α−n+1 , x > a(

CDα
b−f
)

(x) = (−1)n

Γ(n−α)

∫ b
x

f (n)(t)dt
(t−x)α−n+1 , b > x.

Sean α > 0, y α 6= 1, 2, 3, . . ., n = [α] + 1, f ∈ ACn[a, b], el espacio de funciones que tienen las n-ésimas
derivadas absolutamente continuas. Las k-derivadas fraccionarias de Caputo del lado derecho y del lado
izquierdo de orden α se definen de la siguiente manera:(
CDα,k

a+ f
)

(x) = 1
kΓk(n−α

k
)

∫ x
a

f (n)(t)dt

(x−t)
α
k
−n+1 , x > a(

CDα,k
b− f

)
(x) = (−1)n

kΓk(n−α
k

)

∫ b
x

f (n)(t)dt

(t−x)
α
k
−n+1 , b > x.

En este trabajo obtenemos nuevas desigualdades integrales, en el marco de funciones con diferentes no-
ciones de convexidad, utilizando integrales ponderadas.
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