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Resumen

La monografia estara dividida en cuatro partes: la primera definira
por tUnica vez el glosario de términos necesarios y recurrentes a lo
largo del trabajo, a modo de cimientos sobre los cuales edificaremos
conclusiones. La segunda seccién tratard la clasificacion de nudos,
haciendo foco en la notacién de Conway que, pese a no ser empleada,
es frecuente en la bibliografia especifica y material de consulta. En
tercer lugar describiremos seis invariantes: Niimero de Enlace, Minimo
Numero de Cruces, 3-Coloreabilidad, Numero de Desanudamiento,
Polinomio de Alexander-Conway y Polinomio de Jones. Por dltimo
se observara la incidencia de la Teoria de Nudos dentro de un area
especifica de la Biologia Molecular.

Prélogo

Los nudos han formado parte de la historia de la humanidad durante
siglos. Uno de los hallazgos mas antiguos fue el Quipu (ano 5000 a.C.), un
instrumento utilizado por los Incas para guardar todo tipo de informacion
numérica. Los distintos nudos, la posicién, el nivel y el color de las cuerdas
representaban, por ejemplo, fechas o cantidades de personas. Con la llegada
de los espanoles, miles fueron destruidos al creerlos instrumentos del
demonio, y es por eso que en la actualidad solo quedan aproximadamente
setecientos cincuenta de ellos.

También son utilizados nudos con fines decorativos, como las ilustraciones
llevadas a cabo por monjes celtas en el Libro de Kells (afio 800 d.C.), donde
ocho patrones de nudos se vuelven evidentemente recurrentes a través de las
representaciones.

La Teoria de Nudos tuvo sus comienzos en 1833, cuando Gauss descubrio
una integral para calcular el nimero de enlace de un nudo. En 1867,
paralelamente a sus estudios en Termodindmica, que acabaron por valerle
un titulo de nobleza, William Thomson (Lord Kelvin), especul6 con que
los atomos pudieran ser nudos errando en medio de lo que conocian como
éter. En 1880, Thomas Kirkman public6 un primer acercamiento a las
proyecciones de nudos y esbozd la primera tabulacién publicada. Peter
Guthrie Tait, tiempo después, conocié a Thomson en Edimburgo y, alentado
por sus ideas, decidié someterse al desafio de realizar la primera tabulacion
de hasta diez cruces en la historia, superando incluso lo hecho por Kirkman.



En matemaética la teoria de nudos es una rama de la Topologia y es de gran
interés debido a sus aplicaciones en la genética molecular, para desenmaranar

las hélices de ADN.
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Figura 1: Quipu.



1. Conceptos Basicos

Definicién 1. (n-esfera) Son los puntos de R"*! a distancia 1 del origen, se
denota S".

Definicién 2. Un nudo es una funcién & : S — R? continua e inyectiva.

Se define una relacion de equivalencia dada por isotopia[ﬂ. Dos nudos k;
v ko son equivalentes si y solo si existe f : R? — R3 que satisface:

= f biyectiva y continua.

» ! continua.

= f(k1) = k.

» f preserva la orientacién de R3.

Es decir, dos nudos son equivalentes si se puede mover un nudo en el
espacio para pasar de uno a otro “sin cortar ni pegar” la soga.

El diagrama D de un nudo £ es una proyeccion de k£ en un plano tal que
ningin punto de D venga de dos puntos en k. Esto es, p : R — R? tal que
(x,y,2) — (z,9,0). Cada punto en el diagrama con dos preimagenes es un

punto con cruce. Se indica qué parte del nudo esta abajo cortandolo en el
dibujo.

Figura 2: Nudo con 23 cruces. Figura 3: Dos proyecciones del nudo
trivial

ILa palabra isotopia se refiere a la deformacién de la cuerda



En esta monografia trabajaremos solamente con nudos mansos. En la
Figura [4 muestra un nudo no manso, llamado salvage.

Figura 4: Nudo Salvaje.

1.1.

Figura 5: Kurt Werner Friedrich
Reidemeister.

Movimientos de Reidemeister

Kurt Reidemeister naciéo en el

ano 1893 en Alemania. Estudié
filosoffa, fisica, quimica, geologia y
matematica, pero dedicé su vida a
esta ultima. Hizo su tesis doctoral
en Teorfa de Numeros Algebraica y
contribuyé en Geometria Diferencial
y Teoria de Nudos, entre otras ramas
de la matematica.
En 1927 Reidemeister ide6 una
colecciéon de movimientos aplicables
a la proyeccion de un nudo sin
modificar el enlace que representa.

Son tres los llamados Movimientos de Reidemeister:

(1) Girar o crear un lazo. ( ) o —

(11) Desplazar dos partes que no se cruzan. ( —) “ ) (
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N7 /
(111) Pasar un trozo sin nudo sobre o bajo un cruce. X “ x
/

/ AN

Teorema 1. Dos nudos son equivalentes si y solo si sus diagramas planos
estan conectados por una sucesion finita de movimientos de Reidemeister.

Demostracion. La demostracion del Teorema supera los alcances de esta
monografia, por lo tanto se analizard en el siguiente ejemplo. Ver figura [6]

- @=®="X

Tipo I
_—

Figura 6: Ejemplo del Teorema [1}

]

Definicién 3. La imagen especular de un nudo es la que se obtiene al
aplicarle al nudo la transformacién (z,y,z2) —— (z,y,—2). La imagen
especular de k se denota m(k). Si un nudo es equivalente a su imagen
especular, se llama anfiqueral. En caso contrario, el nudo es quiral.

Definicién 4. El reverso de un nudo k se denota r(k). Es el mismo nudo
pero con orientacién opuesta.

1.2. Operaciones entre nudos

Pongamos como ejemplo los nimeros primos. Sabemos que éstos no
pueden ser descompuestos en funcién (en este caso producto) de otros. Es
posible entonces convenir un acercamiento similar para definir nudos primos.



Definicién 5. La suma conexa, también llamada composicion de nudos, es
una operacién entre dos nudos orientados k; y k. Se denota ky#ks y consiste
en eliminar un arco de cada nudo donde no haya cruces y unir los puntos
extremos de esos arcos por un camino sin cruces.

La suma conexa es conmutativa (ﬁgura, asociativa (ﬁgura@ y el neutro
es el nudo Trivial.

Definicién 6. Un nudo primo es aquel que no puede descomponerse como
suma conexa de nudos no triviales.

Definicién 7. Se dice que un nudo es compuesto si puede representarse como
suma conexa de nudos no triviales.

GO -9 @

Figura 7: Suma y descomposicién de nudos.

B TO 0

Figura 8: Propiedad conmutativa.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 9: Propiedad asociativa.



Teorema 2. Todo nudo no trivial ky se puede descomponer de forma tunica
como sumas conexas de nudos primos. FEsto es:

ki = p1#HpoF ... #p,, donde cada p; es un nudo primo.

w Si k1 = Di#DPFH . FHDn = PIFDLH ... FD), son dos descomposiciones
en factores primos, entonces p; = p, para alguna permutacion

(j(ln N j&))'

Demostracion. La demostracion de este teorema supera los alcances de esta
monografia, se puede ver en la pagina 96 de [§]. ]

2. Clasificacion

Apenas una década después de que la tabulacién de Peter Tait fuese
evaluada como la primera tabulacién correcta, aparecié otro personaje
en escena. Se trataba de Charles Newton Little, quien en 1899 listé y
enumeré los nudos no alternantes?] Su trabajo publicado consistia en una
tabla con cuarenta y tres nudos constituidos por al menos diez cruces.
A partir entonces, esta tabulacién se consideré de cabecera por el canon,
y asi se mantuvo invariable durante 75 anos. Sin embargo, en 1974, un
abogado llamado Kenneth Perko descubrié la posibilidad de que hubiera
dos proyecciones con diez cruces, todos correspondientes al mismo nudo. El
nombre de estos nudos no ha sido modificado y se los conoce hasta el dia de
hoy como “Los nudos de Perko”.

D &

Figura 10: Los nudos de Perko.

En las tablas de nudos primos no se tienen en cuenta la imagen especular
y el reverso de un nudo.

2Un nudo es alternante si al recorrerlo, los cruces se alternan entre cruces por arriba y
por abajo.
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Figura 11: Tabla de nudos primos de hasta siete cruces.

En la figura[11] cada nudo tiene asociado un nimero que indica la cantidad
de cruces. El subindice es para enumerar la cantidad de nudos con igual
nimero de cruces.

Esta forma de enumerar nudos no es muy util, ya que los subindices
estan por orden de descubrimiento, pero no informan sobre como construir el
nudo. Otras tablas, como la de la figura [12| utilizan otra notacion, explicada
a continuacion.

2.1. Notacién de Conway

La notacion de Conway usa partes de nudos llamados enredos, es decir la
proyeccion de las dos cuerdas enredadas.
Se mantienen los cuatro extremos de las cuerdas por fuera del diagrama,
apuntando en direcciones opuestas. Luego, dos enredos son equivalentes si,
manteniendo los extremos en su lugar, se puede pasar de uno a otro a través
de movimientos de Reidemeister. El valor de un enredo se calcula como se
muestra en la figura [18|



Figura 13: a. Enredo oo, b. Enredo 0, c. Enredo 3

La notacién de Conway es una sucesion de nimeros que representa el
valor de cada enredo del nudo.

\> \/
QA ) SO
2 DA
Figura 14: Enredo 32 Figura 15: Enredo 324

La notaciéon de Conway es un invariante de nudos. En la proxima seccién
se ampliara el tema.



Figura 16: Nudo con notacién de Conway negativa.

Hay una forma muy simple de decir, dadas las notaciones de Conway de
dos nudos, si dos nudos son equivalentes o no. Por cada notaciéon de Conway
computamos una fraccién continua y, si ambas son iguales, los nudos son
equivalentes.

Ejemplo 1. Veamos si -232 y 3-23 son equivalentes. Para ello, construyamos
sus fracciones continuas.

-232:
2+ L —2—!—1 12
T T
3+ = 5 5

3-23:
3+ L =3+ L _ 12
241 7 F 5

Como las fracciones continuas son iguales, entonces los nudos son
equivalentes.
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3. Invariantes

Definicién 8. Un invariante 7 es un objeto asociado a los diagramas de dos
nudos k1 y ko tal que, si y(k1) = v(ka) , entonces k; y ko son equivalentes.

3.1. Numero de enlace

El niimero de enlace se utiliza para nudos con mas de una componente
conexa y depende de sus orientaciones. Es una medida de cuan enredado
estd un nudo, y para ello a cada cruce x se le asigna el valor ¢(z) = 1 o
e(z) = —1, segin se indica en la figura[I8 Se denota I(k1,ks), donde ki y ko

son las dos componentes conexas de un nudo k.

(ks k) = 5 3 elo)

€k

Figura 18: Numero de enlace.

Figura 19: Whitehead Link, su nimero de enlace es 0.

12



3.2. Minimo nimero de cruces

Es la menor cantidad de cruces que se pueden representar en la proyeccion
de un nudo y se denota c(k). A pesar de que la definicién sea sencilla, el
crossing number de un nudo es muy dificil de calcular, de hecho, atin no se
conocen todos los nudos con catorce cruces.

Una proyeccion se dice reducida si no hay ninguna forma “facil” de remover
cruces. Kauffman, Murasugi y Thistlewhaite demostraron un resultado muy
importante. Se describe en el siguiente teorema.

Teorema 3. Sea k un nudo alternante con n cruces, luego c(k) = n.

Para demostrar este teorema se utilizo el polinomio de Jones, que veremos
mas adelante.
El nudo de la figura [2| es alternante, por lo tanto su crossing number es 23.

Conjetura 1. Sean ki, ky dos nudos, entonces c(k1#ks) = c(k1) + c(k2).

Este problema esta irresoluto desde hace 100 anos. Solo se logré demostrar
la igualdad para nudos alternantes. Veamos ahora otros resultados similares.

Teorema 4. Sean ky, ks dos nudos, entonces c(k1#ka) < c(ky) + c(ks).

Demostracion. La demostracién es trivial, ya que no puede ser c(ky#ks) >
c(k1) + ¢(k2) porque, por definicién de suma conexa, al unir los extremos de

los arcos, se debe hacer sin cruces. O
Teorema 5. Sea k1# ...#k, la suma de los nudos ky, ..., k,, entonces:
ki) + ...+ c(k,
b2 ln) o o) < elh) + .+ el
Demostracion. Se puede ver la demostracién en [16]. O

3.3. 3-Coloreabilidad

Decimos que un nudo es 3-coloreable si cada uno de sus arcos puede
pintarse de un color distinto tal que en cada cruce haya tres colores o uno
solo. Para que la proyeccién sea tricoloreable deben usarse al menos dos
colores.

13
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Figura 20: EI nudo trébol es tricoloreable.

El 3-coloreo nos divide los nudos en dos grupos: los coloreables y los no
coloreables. Para saber si dos nudos son equivalentes se necesita algo mas.
Le asignamos entonces a cada nudo un nimero que represente de cuantas
formas se puede colorear. Lo denotamos 7(k).

Sea el conjunto de colores C' = Zz = {0,1,2}. En un cruce como el de la
figura [21] se debe cumplir que 2a — b — ¢ sea divisible por 3. Esto se puede
escribir como 2a — b — ¢ =0 (méd 3).

%
N
Figura 21: Cruce con ecuacién 2a —b — ¢ =0 (méd 3).

La siguiente definicion es una generalizacion de la 3-coloracion y fue dada
por Ralph H. Fox.

Definicién 9. Sea p un nimero primo. Un nudo admite un coloreo de Fox
de p colores si:

1. Podemos colorear los arcos con un entero en Z, = 0,1,...,p — 1.

2. Al llamar z al arco que pasa por arriba e y y z a los otros dos, se cumple
2r —y — 2 =0 (mdd p).

3. Se usan al menos dos colores distintos.

Ahora el problema de ver si un nudo es n-coloreable se redujo a resolver
un sistema de ecuaciones lineales ya que, resolver b+ ¢ = 2a (méd n), es lo
mismo que buscar las soluciones de a +b+c =0 en Z,.

Ejemplo 2. Veamos de cuantas formas se puede 3-colorear el nudo 3;#3;
de la figura 22

14



T Ty

T T3

Figura 22: 3,#3;.

Obtenemos las siguientes ecuaciones:

(2 + x5 + T =
T + x5 + Zg =0
r1 + Z2 + x5 =

To + X3 + 14 =0
rs + x4 + s =

L To + X3 + w4 =

Reducimos la matriz asociada para encontrar la dimension del ntcleo.

100011 1000 1 1
100011 0100 -120
Al rtroo0o0 | _Joor1o1oo
o1 1100 000O0 O O
001110 000O0 O O
011100 0000 O O

1 0 0\ )

0 1 0

0 0 1

ker(A) = gen 0 0 1

1 —1 1

L\ 1 0 0/

Como la dimensién del nicleo es 3, entonces hay 27 formas de colorear
31#£31.

3.4. Numero de desanudamiento

Como vimos, intercambiar para cualquier nudo £ la posicién de dos
arcos, de manera que el superior pase a ser el inferior, y viceversa, no es

15



un movimiento valido para la equivalencia de nudos.
Definimos entonces el nimero de desanudamiento de un nudo como la menor
cantidad de cambios, de la indole de los susodichos, que son necesarios
aplicarle a un nudo para que éste sea equivalente al nudo trivial. Lo
denotamos u(k).

Existe un algoritmo para desanudar un nudo: se toma un punto en el nudo
y luego se elige una orientacién para recorrerlo. Cada vez que nos encontremos
con un cruce se realiza lo siguiente:

1. Si no habiamos pasado por ese cruce, lo cambiamos.

2. Si ya hemos pasado por ese cruce, lo dejamos como esta.

© @

Figura 23: El nimero de desanudamiento del nudo ocho es 1.

Teorema 6. Todo diagrama de un nudo se puede desanudar cambiando sus
cruces.

Demostracion. La demostracion se hace por induccién sobre el ntimero de
cruces de un nudo k.

Paso Base: Si ¢(k) = 0, entonces k es el nudo trivial y no hay nada que
probar.

Hipotesis inductiva: Supongamos que el teorema vale para nudos k tales
que c(k) < m.

Paso inductivo: Sea k un nudo tal que ¢(k) = m. Sea P un punto arbitrario
sobre k tal que P no es un punto de cruce. Desde P recorremos el nudo.

Si en un punto de cruce pasamos por el arco superior, lo omitimos y seguimos
recorriendo el nudo.

Si en un punto de cruce pasamos por el arco inferior, entonces lo modificamos.
De esta forma, creamos un diagrama regular donde, empezando por P,
siempre pasamos por arriba de los puntos de cruce. Repitiendo el proceso,
llegamos a un punto de cruce A por donde ya hemos pasado antes. Se cred

16



entonces un bucle entre el punto P y el punto A. Por lo tanto se puede aplicar
el movimiento de Reidemeister 1. La proyeccién D’ obtenida tiene menos
puntos de cruces que la primera. Aplicando ahora la hipétesis inductiva sobre
D’ queda demostrado el teorema. ]

P -
i

7
-o/A\
P
Figura 24: Demostracién del teorema [6]
Teorema 7. Sea k un nudo, entonces u(k) < c(k)
Demostracion. La demostracion se encuentra en [17] ]

Teorema 8. Sea k un nudo tal que u(k) = 1, entonces k es primo.

Demostracion. La demostracion se puede ver en el Corolario 3.4 de [1§]

[]

El reciproco del teorema [§ no es cierto, ya que hay muchos nudos primos
con numero de desanudamiento distinto de 1. Por ejemlpo u(7;) = 3.

No se tiene mayor informcién respecto al comportamiento del nimero de
desanudamiento con la suma conexa entre nudos. Es claro que u(ky#ks) <
u(k1) + u(k2) ya que la suma conexa no agrega cruces.

Conjetura 2. Sean ki y ko dos nudos, luego u(ki#ks) = u(ky) + u(kz)

3.5. Polinomio de Alexander-Conway

En el ano 1928 James Waddel Alexander II definié el primer polinomio
para nudos. No obstante, su definicion padecia la desventaja de no contar
con términos simples y ahondaba en complejidades mateméticas ajenas al
conocimiento de quienes indagaban en el asunto. Fue, en ultima instancia,
expresado por John Conwaylﬂ en 1969, haciendo su construcciéon mas

3John Conway, conocido por haber creado el juego de la vida se dedicé a varias ramas
de la matemaética, que incluyen teoria de nudos, de juegos y de grupos, entre otras.

17



accesible. Denotamos al polinomio de Alexander-Conway de un nudo k& como

An(t).

Para construir el polinomio de Alexander-Conway de un nudo orientado,
son necesarias dos reglas:

1. Sea k una proyeccién del nudo trivial, entonces Ag(t) =1

2. AL (t)—Ap_(H)+ (tz —t%)ALO(t) =0, donde L,,L_y Ly son cruces
como los de la figura

X X

Figura 25: Regla para construir el polinomio de Alexander-Conway.

El polinomio de Alexander-Conway de un nudo, se construye de forma
recursiva partiendo, por ejemplo, de un cruce L_ y cambidndolo para que
sea Loy L. Se aplican luego movimientos de Reidemeister y se calculan los
polinomios de los nudos resultantes, siguiendo este proceso hasta llegar al
nudo trivial, que sabemos vale 1. Una vez llegado a este paso, se construyen
los polinomios de cada paso intermedio hasta llegar al nudo deseado.

Teorema 9. Sea k un nudo,

(1) Si —k es el nudo obtenido de invertir la orientacion de k, entonces:

Ag(t) = A_k(1).
(11) Si kx es la imagen especular de k, entonces:
Ap(t) = Agi(2).
Teorema 10. Sean ki, ko dos nudos, luego:

Akl#kQ (t) = Alﬁ (t)Akz (t)

18
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Figura 26: Pasos intermedios para conseguir el polinomio del nudo trébol.

Ejemplo 3. Construyamos el polinomio de Alexander-Conway del nudo
trébol.
Tomando el nudo trébol como L, :

Ag(t) = Dg(t) + (t7 — 7 )Ag(t) = 0.
Por la primer regla de la construccién del polinomio: Ag (t) = 1.
PR
Ap(t) = Ap(t) + (T2 =17 )Ag(t) = 0.

Como Ag(t) = 0 entonces Ag(t) = —t2 +t2 .
Reemplazando para obtener el polinomio del nudo deseado se tiene:

Ne(t)=(t7 —tZ )2 +1=t—1+1t"

19



3.6. Polinomio de Jones

En 1984 un matemaéatico de Nueva Zelanda llamado Vaughan Jones
descubri6 un polinomio muy utilizado en teoria de nudos. Muchos resultados
no se habian podido demostrar hasta su aparicion.

El polinomio de Jones de un nudo k, denotado Vj(t), se construye de
forma recursiva como sigue:

1. Vo(t) = 1.
2. JVe, () =tV (t) = (VE— )V (#).

Sin embargo, es conveniente antes definir el corchete de Kauffman, de
un nudo k, denotado < k >. Luego, el polinomio de Jones se constituird
modificando una variable. El corchete de Kauffman se construye de forma
recursiva con las siguientes reglas:

1. Si k es el nudo trivial entonces < k >= 1.

2. () = A{) + A7 (=).
(<) = A () + A7 00,

3. Sea L un cruce y k el nudo trivial, (LUk) = (—A? — A2) (L).

El polinomio de Jones es igual al corchete de Kauffman con un cambio
-1
de variable A =¢7.

Ejemplo 4. Construyamos el corchete de Kauffman y el polinomio de Jones
del nudo de Hopf.

(@) = A (D) 4+ A7 (D)
= A(A(@)+ A1 (D)) + A HA(D) + A1 (QD))
= A2(—A% = A7) 41414+ A2(—A% - A72)
= —A*—1+1+1-1-A"
— —A4 _ A—4

Una vez encontrado el corchete de Kauffman, hacemos el cambio de
variable para tener el polinomio de Jones.

Ve (1) =t =t

@

Teorema 11. Sea kx la imagen especular de k, entonces:

Vi (1) = Vi (t71).

20



Observacién 1. Notar que si un nudo es anfiqueral, luego Vi(t) = Vi(t™1),
esto es, Vi (t) es simétrico.

Teorema 12. Sean ki, ko dos nudos,

Viashs () = Vi () Vi (1)

21



4. Aplicaciones

4.1. Biologia

En 1962 Francis Crick y James Watson ganaron el premio Nobel en
medicina por sus aportes sobre la molécula de ADN, presente en las células
y cuya funcion es guardar la informacion genética. No es sino durante los
diversos procesos biolégicos que las moléculas de ADN se anudan y enlazan.

Para entender el papel que cumplen las enzimasE] en los procesos de
réplica, transcripcion y recombinacion de ADN, se utiliza la teoria de nudos.
Veamos, por ejemplo, como actian dos enzimas:

Topoisomerasa: Se encarga de cortar una cadena de ADN en el cruce
con otra, para que la que antes se encontraba debajo esté ahora encima. Luego
vuelve a unir los extremos de la cadena que habia cortado. En consecuencia,
el niimero de cruces ha cambiado.

X-X

Figura 27: Efecto de la Topoisomerasa en una molécula de ADN.

Recombinasa: Primero dos arcos de una misma o dos moléculas de ADN
distintas se “acercan”. La enzima corta y une los extremos de distintos arcos.

Enzimas

@ ReCOIIlbinaCién m
R

Figura 28: Efecto de la Recombinasa en una molécula de ADN.

Las fotografias obtenidas con microscopios electronicos muestran nudos de

4Moléculas organicas que afectan la velocidad de una reaccién.
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ADN muy similares a los nudos matematicos. Clasificarlos ayuda a entender
el funcionamiento de las enzimas.

Figura 29: Fotografias de nudos de ADN con su nudo matematico asociado.
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