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Prologo

Cuando comenzamos este trabajo, el objetivo era sencillo y, en algin sentido, cémodo: ha-
cer una s6lida introduccion a los linkages y presentar con holgura los resultados relacionados
que considerdsemos mas importantes. Unas horas después, mientras nos armabamos de biblio-
grafia, nos encontramos con el origami. Ese fue el recorrido, linkages, un extrafio intermedio
del cual debiamos hacernos cargo, y el origami. Ahi el objetivo mut6 peligrosamente hasta ha-
cerse mas ambicioso, mds dificil, menos evidente, pero notablemente mas convocante. Asi, sin
tener en claro el destino de la incipiente monografia que se habia partido prematuramente en
dos pedazos que teniamos la obligacion de unir con un hilo de matemadtica, nos entregamos a
la tarea de seguir hasta donde pudiésemos y enterarnos, ipso facto, cudl era aquel destino. Pero
no so6lo que adn no teniamos en nuestro poder esos bloques de monografia quebrada, sino que
ademads entre nosotros quienes debiamos primero dar con ellos y luego unirlos, habia también
una laguna de aislamiento social obligatorio.

Sin mates, entonces, a kilometros de distancia sus autores, la via telefénica que no lograba
incorporar materia alguna, sin propiedades adhesivas; sin texto intermedio los dos temas de la
-aun- di(s)grafia separados por ;qué matematico definié la medida entre pedazos aislados de
matematica? Y bien, el objetivo: hacer tender esa medida a cero, y si no se puede, trazar ahi un
enlace que sirva para hacer uno de dos. ‘Enlace’, habiamos pensado, ‘unién’ ;no era esa la
traduccion al espanol de ‘linkage’?

Esta es una monografia de cuarentena, hecha de dos pedazos que, aunque pegados, llevan la
marca de su separacion, y nos exigen reconocerla, nombrarla. Pues bien, este prélogo es nuestro
homenaje al pegamento.
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Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo estd dividido en tres partes. La primera es sobre la nocion de linkages, que son,
rapidamente, un conjunto de varillas rigidas unidas por bisagras, que serd tomado por un grafo
con una cierta estructura adicional (una longitud, en particular). Se veran entonces las defini-
ciones elementales y luego se verd una manera de operar con esas definiciones. Como se notard,
muchos de los resultados no son indispensables para entender las partes siguientes, no obstante
si resultan necesarios para tener una idea mas aproximada del objeto matematico con el que se
trabaja; ademds de que no constituye un costo excesivo atendiendo al interés que reportan por
si mismos. Se verdn algunas construcciones de linkages notables, algunos ejemplos de espa-
cios de configuraciones para linkages, y se brindard un acercamiento a las generalizaciones que
si son indispensables para el entendimiento global del trabajo, junto con la mirada mecénica
que es la que estd de fondo al grueso del trabajo existente sobre linkages. La segunda parte
consiste en una presentacion del origami en matematicas, sus definiciones y los resultados im-
portantes mds inmediatos en torno al tema; como un aporte significativo a la sustancialidad de
esta monografia se hara un breve repaso de la incidencia que tiene el origami en la ensefianza
de la matemaética. Por dltimo, se sugerird en qué consiste la unién entre las partes precedentes.
Alli mismo se dard una justificacion de la pertinencia como tema de sumo interés, atin cuando
el desarrollo de las partes anteriores no permita llevar esa zona de unién a un nivel méas avanza-
do; tal nivel no es objetivo de este trabajo. Se considera que los puentes que se tienden a veces
insospechados entre diversas ramas constituyen un enorme enriquecimiento del corpus de la
matematica, si se permite la expresion, y es un poco esa idea la que se quiere resaltar en este
trabajo.

Ambos temas tienen la caracteristica de alcanzar una amplitud de relaciones notables con dis-
tintos lugares, por sus aplicaciones, pero también por su misma matematica. En ambos casos
se ven implicados los grafos, distintas ramas dentro de la geometria, e incluso (aunque no se
verd demasiado aqui) el origami inspiré un trabajo mas puramente algebrdico -curiosamente
hay un trabajo sobre los ‘origami rings’-. El caso de los linkages es doblemente notable puesto
que es un tema de una actualidad inobjetable.

La conexion entre ambos temas es ciertamente lejana, y esto es quizas lo mas interesante. Es
justamente la dualidad que reina en la monografia la que, a riesgo de perder un poco de forma-
lidad, no sdlo resalta el fendémeno por el cual ‘dos matematicas’ aparentemente separadas se
ligan, sino ademads emite, por su amplitud, radiaciones sobre temas que -y aqui se aprovecha el
ultimo parrafo para decir en voz alta un pensamiento- tienen una importancia a veces descuida-
da. En ese sentido, el compromiso con introducir en una monografia sobre linkages al origami
no es casual (como si lo fue la aparicion del tema), sino que es el intento, inocente y lidico en
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buena medida, de dejar colocada una espina, algo que detenga la marcha automatica y quizas
en ese momento poder pensar un poco en esto que tanto nos gusta, que es la matematica, sin el
certificado de lo util, pues sabemos que la complejidad no acaba alli: hay historia, hay filosofia;
y estamos nosotros, que ensefiamos y aprendemos matematica todo el tiempo. Dicho asi, con
la limitacion del tiempo y del espacio, si algo queda, ya no suena a pérdida.



Capitulo 2

Linkages

Los linkages, como objeto mecanico, tienen una historia muy extensa aunque a veces no sean
los protagonistas de alguna de sus partes. Arquimedes mismo en una machine theory primitiva
(en el estudio de la palanca) se encontr6 con los linkages, que reaparecerian muy precisamente
con Leonardo da Vinci en su estudio de maquinas y mecanismos.

En el 1700, James Watt, también en la busqueda de resolver un problema material terminé por
inventar el linkage de Watt; suerte que corri6 més adelante Peaucellier, de quien veremos algo
en lo que sigue. Estas son algunas de las apariciones en materia de linkages mas importantes,
junto con la de Kempe que estudié su ensamble para la multiplicacién y la suma, en un sistema
que permite trazar una curva algebrdica (resultado que abri6 las compuertas para un terreno
comun entre la geometria y las ciencias de la computacion). En geometria descriptiva se reali-
zaron estudios para la creacion de linkages sentando las bases para que un conocido Chebyshev
reintroduzca su estudio, ahora con la dptica del andlisis matematico.

Si bien esta es una historia narrada a modo de curiosidad, es notorio que hay todo un desa-
rrollo fundamentalmente mecédnico del linkage que fue complejizdndose y tomando distintos
recorridos, que aunque nunca dejaron de lado la dimension utilitaria del linkage (en robdtica
fundamentalmente, pero también en biologia, para el estudio de estructuras de proteinas) fueron
montando una matematica variada que llega, con escalas, hasta la geometria algebraica.

En este capitulo se introducirdn las definiciones elementales necesarias para entender qué es
un linkage, se mostrardn algunos mecanismos de construccidon que habilitan resultados muy
potentes. No serd objeto de este pasaje desarrollar todas las formalidades requeridas para las
pruebas més complejas, puesto que el objetivo es introducir al funcionamiento de los linkages
y a cierta manera de trabajar con ellos.

Luego se dardn algunos ejemplos de espacios de configuraciones interesantes, como la esfera,
o el toro; es esta una de las bellezas que tienen los linkages y es que permiten visualizar estruc-
turas complejas mediante, ya se verd, ‘palitos unidos por los extremos’. Por tltimo, se dardn
algunas generalizaciones y un breve desarrollo de la mirada mecanica.

2.1. Definiciones basicas

Definicion 1. Un grafo L = (V, E) es un conjunto de vértices V (que consideraremos finito) y
un conjunto de aristas E < {{p,q}|p # q, p,q € V}.



Definicion 2. Un linkage £ = (L,, W) es un grafo L junto a:

1. Una funcion / : E — R (que indica la longitud de cada arista);

2. Un subconjunto W < V de vértices marcados.

Definicion 3. Una realizacién plana de un linkage es una funcién ¢ : V — R? donde
lp(v) — dp(w)| = L({v,w}) Y{v,w} € E. Podemos pensar esto como una forma de dibujar el
linkage en el plano respetando las longitudes de las aristas.

Ejemplo 1. El brazo robético es un linkage R, cuyo grafo es un camino (todos los vértices son
de grado 2 salvo los extremos) con un extremo fijo y n aristas de largo, /i, ..., [,.

Figura 2.1: R;.

Notacion. En el ejemplo anterior, los vértices marcados con cuadrados representan vértices
fijos y los marcados con circulos representan vértices libres. Esta notacion serd mantenida para
todos los linkages.

Ejemplo 2. Los poligonos son linkages sin vértices fijos cuyo grafo es un ciclo. En general
estos linkages se trabajan fijando dos vértices adyacentes, y entonces asi podemos verlo como
un brazo robotico con los dos extremos fijos ya que la arista que une a esos dos vértices deja de
ser relevante.



Figura 2.2: Poligono de 4 lados.

Ejemplo 3. El linkage arafia de n patas estd formado por un vértice central a donde estdn unidas
las n patas (cada una es un R;), y el extremo de cada una esta fijado en algtin lugar del plano.

Figura 2.3: Arana de 3 patas.

Definicion 4. El espacio de configuraciones de un linkage £ es el conjunto de todas las rea-
lizaciones de £ y es denotado por C(L). Este espacio hereda la topologia de R?'V! puesto que
cada realizacién se puede escribir como ¢ = (¢(vy),...,d(v,)) € RIV

Definiciéon 5. Si £ = (L,1, W) es un linkage y Z : W — R? es una funcién que especifica la
imagen de cada vértice marcado, entonces, el espacio de configuracién relativa de L respecto a
Z, denotado por C(L, Z) sera el conjunto de todas las realizaciones ¢ donde ¢(v) = Z(v) para
todove W.



En general podemos pensar a W como el conjunto de vértices que estan fijos y a Z como la
funcién que nos indica en que parte del plano esté fijado cada uno de ellos.

Ejemplo 4. Consideremos el el linkage cuadrado del ejemplo 2, es decir que tenemos: £ =
({A,B,C,D}, {{A,B},{B,C},{C,D},{D,A}}) con l(e) = | Ve € E(L). Ademas podemos
tomar W = {A, B}, Z(A) = (0,0) y Z(B) = (1,0).

Entonces la figura 2.2 representa una realizacion ¢, de (L, 1, W).

Ademads podemos encontrar algunas realizaciones degeneradas como las siguientes:

D
C
A B
Figura 2.4: ¢,.
C
D
B
A B

Figura 2.5: ¢,.

Y también podemos ver otras que totalmente contenidas en el eje x:
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B u 9
A B C
C
e l |
D A B
C D
.\\‘—__j.
A B

Figura 2.6: b3, ¢y y Ps.

Notemos que tanto la configuracién ¢, como las dos de tipo degenerado ¢; y ¢, permiten un
movimiento de tipo circular. Ademds hay dos posisciones para cada uno de estos movimientos
circulares donde toda la realizacion vive en el eje x lo que nos permite pasar de una a la otra.
Entonces el espacio de configuraciones son tres circulos unidos que podemos pensar de la
siguiente manera:

(o] 01 (1]
L@ﬁ J......_E..._._ QS_ —
------ (@2}

Figura 2.7: Espacio de configuraciones del linkage cuadrado, C(L,Z).

Ejemplo 5. Las formas degeneradas del ejemplo anterior y las singularidades que introducen
(en el ejemplo las tres configuraciones contenidas en el eje x) complican los intentos de crear
linkages cuyos espacios de configuraciones sean variedades. Sin embargo podemos eliminar
esas singularidades “haciendo rigido” el paralelogramo usando tridngulos degenerados:
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® L 4 ®
@ L ]
v

2.2. Linkages funcionales y suma conexa

Podemos tratar a los linkages como linkages funcionales designando algunos vértices como
vértices de entrada y otros de salida, siempre y cuando fijando una realizacion de los vértices
de entrada quede determinada la posicidn de los vértices de salida. Esto nos permitird hablar de
linkage funcional para una funcién. Ademds podremos crear linkages para la composicion de
funciones gracias a la suma conexa que es una manera de identificar vértices de dos linkages
para crear uno nuevo. Elegimos nombrar, licenciosamente, como suma conexa puesto que no
encontramos mejor traduccion a las distintas opciones que aparecen segun la bibliografia (fiber
sum, union, product), que dependen quizds de sutilezas que se escapan a este trabajo.

Definicion 6. Si £ es un linkage y S < V, dos realizaciones ¢, ¢, se dicen equivalentes
respecto a S si @ (s) = ¢a(s) Vs € S.Y se denota ¢ ~s ¢,.

Es trivialmente una relacién de equivalencia.

Definicion 7. Un linkage funcional es un linkage con un conjunto designado de vértices entrada
P < V y otro conjunto designado de vértices salida Q < V tal que: ¢; ~p ¢ = ¢ ~¢ &
V1, ¢, € C(L,Z). Esto nos permite asociar una funcién al linkage £, F : O — R?¢ donde el
dominio O est4 dado por O = {(¢(p1).....d(p,)) e R?l|¢p € C(L,Z)}.

Dos realizaciones son equivalentes con respecto a S si mandan al mismo lugar a cada elemento
de S. Luego, dados dos subconjuntos de vértices Py Q, el linkage sera funcional si cualesquie-
ra dos realizaciones equivalentes en P son también equivalentes en Q. Esto quiere decir que una
vez que fijamos los elementos de P, los elementos de Q se fijan automdticamente. Esto es lo
que permite definir a la funcién F pues a cada disposicion de los elementos de P le corresponde
una tUnica disposicion de los elementos de Q. La funcién para la cual el linkage es funcional
va del conjunto de realizaciones para P (que estd inmerso en las del linkage, es decir que se
extienden a una realizacién de £) al conjunto de realizaciones para Q.

Por ello, hablaremos de linkage funcional para cierta funcion. Notar que, por lo anterior,
podriamos haber definido un linkage funcional primero definiendo una funcién input-output
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para la cual el linkage cumpla ciertas condiciones. Tal definicion resultaria equivalente.
Notar, por dltimo, que el dominio O no son mds que las posiciones que pueden tomar los vérti-
ces de entrada.

Ejemplo 6. El siguiente paralelogramo rigido es un linkage funcional:

Notacion. En este caso, hay vértices marcados con tridngulos hacia abajo que representan
vértices de entrada. Los tridngulos hacia arriba representaran a los vértices de salida.

Ejemplo 7. Pero el siguiente linkage cuadrado no rigido, no es funcional pues la posicioén de
p1 no determina univocamente la posicion de ¢;:

pl Q1

Definicién 8. Dados dos linkages £ = (L', I', W)y L" = (L",1", W") con funciones asociadas
Z' y Z" respectivamente, un mapa 8 : S’ < V' — V" es compatible si: Z'(w') = Z"(B(w'))
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Yw' e W n S’y paratodo (v,u) € (S’ x S’) con {v,u} € E', {B(v),B(u)} € E" = I'({v,u}) =
I"({B(v).B(u)}).

Definicion 9. Dados dos linkages £/, £” con funciones asociadas Z' y Z” respectivamente y
un mapa compatible 3, la suma conexa de L'y L” con respecto a 8, L' #z L, es un linkage
L = (L,[,W) tal que:

L= (L' uL)/B0) =v)
W= (WL W) /(B) = v)

Z(w) weWw
Z(W) = { Z”(W) we w”
I'{{v,w}) {v,w}eFE
) ={ B e <

Notemos que 8 debe ser compatible para que L esté bien definido.

Esta definicion involucra la idea de cociente, lo cual puede parecer forzado al principio. Ele-
gimos esta notacion compacta en lugar de una mas desarrollada (pero no por ello menos com-
pleja) porque teniendo en mente la relacion de equivalencia definida, pensar el cociente resulta
mads intuitivo una vez que se lo ha pensado un tiempo. Esencialmente, lo que se hace es reunir
los puntos equivalentes en un s6lo punto del que ahora salen todas las aristas que tenian los
puntos. Para entender el nuevo linkage hay que desglosar cada una de sus partes segin las re-
glas propuestas en la definicidn, asi, tendremos un nuevo conjunto de vértices compuesto por
los vértices de los dos grafos pero identificando algunos vértices de V' via la funcion 3, sin re-
mover ninguna arista. Para definir extensivamente el conjunto de aristas basta con escribir por
casos segun los vértices estén o no en el dominio de la funcién de compatibilidad (por ejemplo,
es claro que estaran todas las aristas de £’ cuyos vértices no estén en el dominio de 3, pero
habra que redefinir una arista {v, v,} por {v,8(v2)} si estd en el dominio de 3, y asi con el res-
to de los casos). Una vez entendido ese procedimiento de cocientar, el resto de las definiciones
son sencillas y mucho mads intuitivas y utiles a los objetivos de este trabajo que definirlas en
extension.

2.3. Linkages elementales

Habiendo comprendido la base de los linkages funcionales y como componerlos, veremos aho-
ra la construccién de algunos linkages para ciertas funciones. Estas construcciones no deben
descuidarse puesto que son la materia de la demostracion de teoremas de gran importancia.
Para alcanzar a vislumbrar la esencia de esta seccion hay que tener presente dos cosas. La pri-
mera, que estaremos operando con linkages funcionales lo cual no es en ninguna medida trivial,
ni sencillo. La segunda, no hay que perder de vista la importancia que tienen las funciones en
todo esto; por esto, mientras que estamos construyendo linkages estamos también queriendo
construir, en particular, polinomios, y ya veremos para qué. En el anexo podran consultarse
algunas definiciones como la de conjunto algebraico y conjunto semialgebraico que serviran
tanto para esta como para las secciones siguientes.

Construccion 1. El primer linkage funcional que construiremos para una funciéon muy sencilla
serd el traslador, que esta formado por dos paralelogramos como se ve en el esquema, que toma
como valor de entrada ¢(p;) en el dominio O = {(x,y) | |(x,y) — Z(wy)| < l(ey) + l(e2)} y
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devuelve como valor de salida ¢(q;) = ¢(p1) + l(e3). Z(w;) lo podemos considerar como el
origen y ajustando el largo de las aristas ey, e,, e3 podemos obtener un traslador con un dominio
“mads chico” o “mds grande” seglin deseemos y con la distancia de traslacién deseada. Ademas,
cambiando los roles de p; y g; obtenemos una resta.

pl 63 Q1
€,
€,
W
e+ le.)

Figura 2.8: Traslador.

Notacion. El circulo en gris es una representacién del dominio del linkage funcional, es decir,
el espacio por el cual puede moverse p;.

Construccion 2. Uno de los linkages mas importantes de esta seccidn es el pantégrafo, cons-
truido como en la figura, que nos servira para realizar diversas operaciones segun fijemos algu-
nos vértices y ajustemos algunas aristas.
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AN

Figura 2.9: Pantdgafo.

A continuacién se enumeran:

1. Negacién: Podemos usar el pantdgrafo para rotar alrededor del origen Z(w;) = (0,0). Lo
podemos hacer tomando [(e;) = ... = [(eq) y considerando ¢(p;), #(g1) € C. Obtenemos
#(p1) = —#(q1). El dominio de entrada para este caso es O = {(x,y) | |(x,y)| < 2I(ey)},
el cudl nuevamente podemos ajustar a algo conveniente modificando /(e ).

2. Multiplicacién por escalar: El pantdgrafo con entrada ¢(p;) y Z(w;) = (0,0) como en
el esquema devuelve ¢(gq;) = %qﬁ( p1). Ajustando las longitudes de ey, 5, e3 (siempre

asumiendo que el pantdgrafo es simétrico) podemos usar este linkage para multiplicar
por A > 1. Con dominio O = {(x,y) | [l(e3) — l(e2)| < |(x,y) — Z(w1)| < l(e2) + I(e3)}.
Y cambiando los roles de p; y g; tenemos multiplicacidn por un escalar % < 1.
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3. Suma: Para este caso necesitamos la suma conexa de 2 pantdgrafos, llamémoslos A y B.

Es un linkage funcional que toma valores de entrada ¢(p,),#(p>) y devuelve ¢(q;)

&(p1) + ¢(p2). El pantdgrafo A toma valores ¢(p;), ¢(p,) y devuelve ¢(vy) = w;

y B tiene fijado Z(w;) = (0,0) y toma ¢(v,) y devuelve ¢(q;) = 2¢(v;) (como en el
ejemplo anterior). Para este caso, cabria tomar una pausa e intentar identificar claramente
los componentes de la mencionada suma conexa.

Construccion 3. Uno de los linkages mds famosos es el inversor de Peaucellier, descubierto
en 1864 por Charles-Nicolas Peaucellier que era en realidad capitan en la armada francesa. Se
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dice que las investigaciones de Kempe en torno a este linkage le inspiraron un teorema cuya
demostracion no resultaria al final de esta seccion tan extrana, que, a modo de broma, puede
enunciarse asi:

Hay un linkage que escribe tu nombre.

Donde tu nombre vendria a ser, en principio, un pedazo acotado de una curva algebrdica.

El inversor de Peaucellier se puede describir tomando Z(w;) = (0,0), l(e;) = l(e3) < l(ez) y
con simetria respecto al eje que podemos trazar pasando por wy, p; y ¢;. Toma como entrada a

e 2— e 2
8(p1) y nos devuelve (g;) = 2L

. Donde ¢(p;) es el conjugado complejo de ¢(p;).

€,
le)+le) w,

7 le-lee

Figura 2.10: Inversor de Peaucellier.

Esta construccion permite configuraciones degeneradas como la siguiente:
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q.

€, €3

w, ®

Por eso en general se sugiere agregar un “gancho” para eliminar este problema.

Ajustando la longitudes de e;, e, y el tamafio del gancho, podemos hacer un inversor con un
dominio que sea un anillo tan grande como queramos alrededor del origen.

19



Proposicion 1. Para cualquier configuracién del inversor de Peaucellier los puntos ¢(w1 ), ¢(p1)
y ¢(q:) estén alineados y |¢(p;)||¢(q1)| = I(e2)* —[(e;)?. En otras palabras, ¢(g;) es la imagen
de ¢(p;) via una inversion con respecto al circulo de centro (0,0) y radio /I(e;)> — I(e1)>.

Demostracion. Cada uno de los puntos ¢(wy),d(p1) y ¢(q1) es equidistante a ¢(a) y ¢(b) y
por lo tanto estan alineados.

Por otra parte, si llamamos % al punto de interseccion de los segementos que unen a ¢(a) y ¢(b)
ya¢(p1)y ¢(q1), por Pitdgoras tenemos que [¢(b) —h|* = I(e1)* — |¢(p1) — h|* = I(e2)* — ||?
y entonces |h|* —|¢(p1) —h|* = l(e;)*> —(e1)?. Por lo tanto |¢(p1)||#(q1)| = [(e2)* —1(e1)?. O

Construccion 4. Para obtener un linkage funcional para la multiplicacién de dos niimeros
complejos es necesario conectar los valores de salida de algunos linkages a los de entrada de
otros para poder obtener composiciones de funciones como vimos para el caso de la suma. A
continuaciéon mostramos un esquema de como se podria crear un linkage para elevar un niimero
complejo al cuadrado utilizando los linkages que vimos anteriormente (Traslador 7, linkage
para la negacién N, inversor de Peaucellier 7, linkage para la multiplicacién por escalar My
linkage para la suma S):

1 1 1 1
= — 1Y® 5,1
(D" 21 (2+1) 7 Z+5
N
1
S Z4l
/ Z+2
1 11
z-1 gl T P
2 =7 1
2
22 1 _ .21
Z-5 =23
|
2
z

Figura 2.11: Linkage para elevar un nimero complejo z al cuadrado (Q).
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Y a continuacién vemos uno para la multiplicacion:

z w
ZQ Z+W w?
Q
3 (z+w)’ 5
\ Z2+w2
s |x
(2% w?)
S
(z+w)’+- (2%+w?)
M

(z+w)"+- (z'+w")
2

ZWw

Figura 2.12: Linkage para multiplicar dos nimero complejos z y w.

El dominio de entrada del linkage para la multiplicacion esta restringido por los dominios de
cada una de sus partes. Los dominios de 7, N, My § son regiones arbitrariamente grandes
alrededor del cero y el dominio de 7 puede ser un anillo alrededor del cero tan grande como
queramos. Ademds notemos que las imagenes de estas funciones de conjuntos abiertos con-
tienen conjuntos abiertos. Entonces el dominio del linkage para la multiplicacidon contiene un
conjunto abierto pues contiene intersecciones de abiertos arbitrariamente grandes.

Construccion 5. Otro linkage muy importante es el de movimiento rectilineo de Peaucellier,
que es muy similar al de inversion, de hecho se obtiene agregandole un vértice fijo y una arista.
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Figura 2.13: Linkage de movimiento rectilineo de Peaucellier.

Este linkage es famoso por transformar un movimiento circular (el de p;) en un movimiento
rectilineo (el de g;). Aunque esto es parcialmente cierto dado que el recorrido de p; s6lo puede
ir y venir sobre un pedazo de arco de circunferencia.

Teorema 1. Se pueden crear linkages funcionales para cualquier polinomio complejo. Ademas,
usando el linkage de movimiento rectilineo podemos crear linkages para cualquier polinomio
real restringiendo las entradas al eje real.

La prueba se sigue de manera constructiva componiendo los linkages que hemos construido
para traslacion, multiplicacién por escalares, suma, negacién y multiplicacion.

Observacion 1. Expansion del dominio: Cuando componemos linkages con la suma conexa
debemos ser cuidadosos con los dominios e imdgenes. Supongamos que queremos componer
los linkages £ y M con dominios O, y Oy, entonces, para que tenga sentido la composicién
es necesario que F;(Oy) < Oy, donde F es la funcién asociada a L.

Asumiendo que Oy contiene una regién alrededor del origen y que M es funcional a un polino-
mio homogéneo de grado n, podemos expandir el dominio de M usando un factor A € R usando
la composicién S0 MoS,-1 donde S» y S,-1 son linkages funcionales para la multiplicacién
por escalares (por A" y A~ ! respectivamente) con dominios arbitrariamente grandes.

Ademads, todos los polinomios son sumas de polinomios homogéneos y podemos hacer linkages
para la suma con dominios tan grandes como deseemos.

Y en el caso de que Oy no contenga una region alrededor del origen sabemos que debe con-
tener una region alrededor de algin p € R?, entonces los trasladamos por —p, hacemos el
proceso descripto anteriormente y volvemos a trasladarlo a su posicién, y como podemos hacer
linkages para la negacién y para la traslacion con dominios tan grandes como querramos hemos
solucionado el problema.

Por ultimo, como podemos expandir el dominio para cualquier linkage que es funcional a un
polinomio, ahora podemos componer cualquieras dos linkages polinomiales y armarlos a partir
de nuestros linkages elementales.
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Teorema 2. Dado un linkage funcional con una sola salida, podemos crear un linkage cuyo es-
pacio de configuraciones de entradas (C(L, Z)/ ~p) contiene un abierto arbitrariamente grande
que es subconjunto del conjunto de nivel 0 de la funcién. Se obtiene facilmente fijando la salida
del linkage funcional al 0.

Como podemos crear linkages funcionales para cualquier polinomio esto nos da un método para
obtener espacios de configuraciones que son los conjuntos de nivel cero de cualquier polinomio
real, es decir un conjunto algebraico.

Teorema 3. Como cualquier curva suave puede ser aproximada por un polinomio, podemos
crear linkages funcionales cuyos valores de salida la aproximen.

Comentario. Esta dltima parte peca de un exceso de complejidad que no se corresponde ente-
ramente con los contenidos desarrollados que, sin embargo, deberian alcanzar para hacerse una
buena idea de la importancia y los alcances del tema desarrollado.

2.4. Variedades

Los linkages son uno de los ejemplos fisicos mas simples con relacion a variedades de dimen-
sion 3 o mas, estas aparecen naturalmente en su espacio de configuraciones. Son utiles para
visualizar variedades a partir de cosas mas entendibles.

De hecho, la dimension del espacio de configuracion de un linkage es 2(|V| — |F|) — |E]|, es
decir, dos veces el numero de vértices libres menos el numero de aristas.

Proposicion 2. Dado un grafo L = (V,E), W <« V,l: E - Ry Z : W — R? el espacio
de configuracién del linkage £ = (L, 1, W) respecto a Z, C(L,Z), es una variedad diferencial
orientable de dimensién 2(|V| — |W|) — |E|.

Demostracion. Daremos un esquema de la demostracion. Primero consideremos la funcion

F:R)"W - RE
¢ Jy

donde, para cualquier {v,w} € E y cualquier ¢ € (R)V\W, £;({v,w}) = |p(v) — ¢(w)] (el
dominio de ¢ es extendido a todo V usando Z).

Notemos que el espacio de configuraciones C(£,Z) es F~!(I). Corroborando las hipétesis del
Teorema de la subvariedad implicita (ver anexo) tenemos que F~'(l) es una variedad diferen-
ciable de dimensién 2(|V|—|W|) — |E| para casi todo [ € RE. Esto es gracias al Teorema de Sard
(ver anexo) que nos dice que para casi todo / € R, dF ), es una suryeccion para todo p € F~'(/).

Mis atin, como R¥ es orientable, entonces el espacio normal de F~'([) en (R?)"\W también
lo es. Pero como (R?)V\W es orientable entonces si uno obtiene una orientacién del espacio
tangente de una variedad M, entonces M también resulta orientable. O

El espacio de configuracién del brazo robdtico R, (ver figura 2.1) es el toro de dimension n para
n > 2, T", cada una de sus configraciones se corresponde con los n dngulos 6, ..., 6, formado
por cada una de las aristas con el eje horizontal. Por ejemplo, resulta trivial notar que el espacio
de configuracién de R, corresponde a S!, entonces facilmente podemos visualizar el espacio
de configuracién de R, como S' x §'! que sabemos es isomorfo a T?.
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Proposicion 3. El espacio de configuraciones Conf(L,) es difeomorfo a $"~2, donde £, es el
brazo robético de n aristas con los dos extremos fijos.

mLo g ' 0 ' g0 o o g

Figura 2.14: Ls.

Demostracion. Podemos asumir que Z(a) = (0,0) y Z(b) = (n — &,0). Primero, conside-
remos el brazo robdtico R, (es decir con un sélo extremo fijo). Para cualquier configuracién
(61,...,6,) € Conf(R,) escribimos s = (s1,5) = (3;cos6;, >, send;) € R? que se corres-
ponde con la posicion del dltimo vértice v,. Entonces Conf(L,,Z) = {(6;,...,6,) € T"|s =
(n — &,0)}; para & > 0 pequefio, Conf(L,,Z) esta contenido en un entorno arbitrariamente
pequeiio de Cy = (0, ...,0).

Ahora, consideremos el subconjunto de todas las configuraciones cuyo dltimo vértice se en-
cuentra en el eje horizontal: M = {C € T"|s, = 0}. Como Vs, = (cos#b,...,cos6,)", M es
una subvariedad de T" en un entorno de C,.

Calculando los diferenciales de orden 1 y 2 de s, tenemos:
—cos 6, 0

Vs; = (—senby,...,—sen6,)T y D*s; =
0 —cos b,

Por lo tanto, Vs;(Cy) = Oy Dzsl(Co) es no degenerada. Mds adn, s; alcanza su maximo n
en Cy. Por el Lema de Morse (ver apéndice), M tiene un sistema de coordenadas globales
(xi)1<i<n—1 €n un entorno de Cy tal que:

—1
S —h= —(Z?:1 xzz)

En particular, el conjunto de nivel E definido por s; = n — ¢ es difeomorfo a la esfera de
dimensién n — 2 para € > 0 suficientemente pequeiio. O
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Al momento de concluir esta seccion, se han publicado importantes resultados con respecto a
las esferas exdticas; se descubri6 una construccidon que permite probar que admiten curvaturas
no negativas. No pretendemos dar un linkage para una esfera exdtica, ni derivar de alli ninguna
propiedad (no podriamos hacerlo), pero no queriamos dejar pasar la oportunidad para mencio-
nar que, tal como vimos arriba, nuestra 7-esfera no es mas que el espacio de configuraciones
de una regla de carpintero de nueve varillas con sus extremos clavados jcualquiera puede tener
su 7-esfera en la casa!

2.5. Algunas generalizaciones

Hasta aca venimos trabajando, con cierta complejidad, con linkages planos. Es natural pensar
en cambiar el espacio ambiente R? por algin otro. Podemos intentar estudiar el espacio am-
biente como siendo R?, o incluso como una variedad arbitraria M. Esto quiere decir que ahora
una realizacién de un linkage £, serd un mapa de £ a M, que envia cada vértice a un punto de
M respetando las longitudes de las aristas. Generalizar las definiciones es sumamente elemen-
tal y sélo requiere prestar atencion en donde entra en juego la variedad elegida. Hay teoremas
que dependen de las propiedades de las variedades; pero como suele ocurrir, estd el espiritu de
formular y probar teoremas universales. Ejemplos de variedades sobre las cuales se ha estudia-
do en profundidad son el plano de Minkowsky, el plano hiperbélico, la esfera S2; considerada
como la esfera unidad en R3 [1].

Mencionaremos dos ejemplos simples de linkages esféricos que son funcionales. Su construc-
cion es similar a las que hemos desarrollado antes.

Ejemplo 8. El linkage de circulo méximo consta de un vértice a que estd unido a otros k vérti-
ces vy, ..., v, mediante arcos de longitud % Esto fuerza que los vértices vy, . .., v, se encuentren
sobre el mismo circulo maximo.
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Figura 2.15: Linkage de circulo méximo.

Ejemplo 9. El simetrizador es un linkage funcional para simetria respecto a un circulo méxi-
mo (es decir, simetria ortogonal respecto a un plano en R?® que pasa por el origen). Este lin-
kage, asi como el pantografo para el caso del plano, habilita la construccion de otros linkages
esféricos. Su construccion resulta muy complicada, complicacion de la cual esperamos que la
siguiente figura de cuenta.
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Figura 2.16: Simetrizador.

Como se menciond, no es objetivo de este trabajo avanzar sobre demostraciones que requieran
una complejidad extra, propia de quien ya ha entrado en materia. Pero para despertar los &nimos
sobre el tema, cabe destacar que multiples teoremas de universalidad se han formulado para
distintas variedades. Por ejemplo, para linkages esféricos tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4. Sea A un subconjunto semialgebraico compacto de (S2)" (identificado con un
subconjunto de (R®)"). Entonces, A es el espacio de configuraciones parcial de algin linkage
Len S? (es decir, esférico).

No sera demostrado, pero con las definiciones dadas y las construcciones para linkages funcio-
nales dadas en la seccidn anterior deberia ser suficiente para tener una idea de la importancia del
teorema y del tipo de matemadtica (ciertamente mas compleja) que involucra. Recomendamos
mantener en mente la idea de linkages esféricos.

2.6. Una breve mirada mecanica

En este pequefio apartado veremos un poco del argot propio del trabajo que se realiza en
mecdnica y en cinemdtica con relacion a los linkages. Como el lector debe saber, la forma
de trabajar con temas similares varia de acuerdo al drea. Nuestro interés sigue estando ligado
a pasiones relacionadas con la geometria y el dlgebra, no obstante sentimos que puede resultar
de sumo interés ver en funcionamiento el tema desarrollado en otros campos y, ademads, prepa-
raremos con esto unos comentarios finales; aunque solamente estén dados de manera intuitiva
e introductoria.

La esperanza es poder presentar adecuadamente ciertas nociones mecénicas del linkage para
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dar cuenta de como aparecen en algunas aplicaciones, y una en especial que serd mencionada
brevemente en el ultimo capitulo.

Grosso modo, podemos pensar en un “mecanismo” como un ensamble de miembros rigidos,
o enlaces, conectados por articulaciones (puntos articulados) que son la materializacion fe-
noménica de nuestros vértices y de nuestras aristas. Las articulaciones son el elemento més
importante del mecanismo desde la dptica de la cinematica. Como vimos, esto da la idea de
movimiento en algunas direcciones (que dependen del ambiente, podria ser el plano, o el espa-
cio, o una variedad; en mecdnica el interés esta en el movimiento en el plano y en el espacio)
y lo restringe en otras direcciones. Estos “permisos” de movimiento estdn ligados a la idea de
“grados de libertad” de la articulacién, que seria el nimero minimo de coordenadas para es-
pecificar con unicidad la posicion de la arista ligada a la articulacion. El andlisis tedrico de la
cinematica de un mecanismo de este tipo representa toda un area de estudio muy compleja. A
los mecanismos que se corresponden fisicamente con las caracteristicas de alguno de los linka-
ges que hemos mencionado se los llama, naturalmente, linkages. S6lo que ahora esta dilatado
su sentido matematico y corresponde a un campo mds propio de la ingenieria.

Figura 2.17: Otro linkage en casa.

En este sentido, podemos hablar de mecanismos planos, mecanismos esféricos, de la misma
manera en que nos referiamos a los linkages. En la literatura de la ingenieria, se conoce a las
articulaciones como “revoluciones” o “puntos de revolucion”; nosotros usaremos ese nombre si
queremos referirnos con comodidad por ejemplo a un linkage plano con cuatro articulaciones,
que serd un 4R linkage plano.

En nuestro desarrollo, aparecen agregados para “hacer rigidos” algunos linkages; esta es una
de las herramientas fundamentales para trabajar con mecanismos.

Uno de los métodos de estudio de la cinematica de los linkages es conocido como el método del
vector con nimeros complejos, y sirve para mecanismos planos. Puede extenderse para trabajar
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en el espacio pero para el caso existe otro método, el método de la matriz, que describe linkages
en R3 con mayor eficacia.

Figura 2.18: Representacion vectorial de un linkage plano.

Lo veamos en el mecanismo plano de la figura 2.19. Sea (x, y) una referencia fija, como origen.
Los links del linkage pueden ser representados por vectores p; = [;(cos 6;,sin6;) donde [; es la
longitud del link. Podemos escribirlo también como /;¢", con i la unidad imaginaria. En este
caso, tenemos cuatro links py, ps, p3, pa.

En un mecanismo que es una cadena cerrada, como el de la figura, se verifica que >, p; = 0.
Esta ecuacion es una de las fundamentales y se llama ecuacion de clausura. Esta es sumamen-
te util para determinar algebraicamente relaciones entre puntos particulares que al ser fijados
determinan a los demds puntos. Este andlisis es el que se corresponde con lo que antes dimos
a llamar vértices de entrada y de salida pero, de nuevo, de una manera mecénica. En nuestro
ejemplo, el link p, opera como base. La ecuacion de clausura queda:

lle”" + lzeigz + l3€i93 + l4€i94 =0

donde el dngulo ¢; estd tomado con respecto al eje x. Separando en parte real y parte imaginaria
se obtiene:

lycosO; + ...+ 1lycos8, =0
lysin@) + ...+ lysinfy, =0

El 4ngulo pivot 6,4, entre el eje x y el link pivot es conocido. Se pueden determinar las salidas 6,
y 65 resolviendo en simultdneo las ecuaciones de arriba si se toma #; como entrada cuyo valor
esta dado.

Como se dijo arriba, se puede extender el método a mecanismos no planos, reemplazando
la notacion compleja por cuaterniones. En andlisis de mecanismos espaciales, con suficiente
destreza pueden analizarse también velocidades y aceleraciones, ddndole rigor a la dindmica
del mecanismo.

El método de la Matriz resulta mucho més util en el anélisis de mecanismo no planos y puede
verse en [5].
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La misma ldgica que enunciamos antes rige también para los linkages esféricos, en este desarro-
llo mecéanico. En un mecanismo esférico todos los links estdn restringidos a rotar con respecto
al mismo punto fijo en el espacio. Por lo tanto, las trayectorias de los vértices trazan esferas
concéntricas. Se pueden construir estructuras méviles como linkages esféricos de cadenas ce-
rradas, en donde los links estdn unidos por puntos de revolucién cuyos ejes coinciden en un
punto, llamado el punto de concurrencia. Un linkage plano, ocasionalmente, podria pensarse
como un linkage esférico que tiene el punto de concurrencia en el infinito.

En una articulacidn, los grados de libertad en el caso de los linkages esféricos es 3, que corres-
ponden a rotaciones sobre los tres ejes que pasan por el punto de concurrencia.

Figura 2.19: Linkage esférico. Veremos que se hace a partir de pliegues de origami.

Con lo que hemos desarrollado hasta ahora, en un linkage podemos hablar de ejes paralelos
(como en el caso planar, en el que todos los puntos de revolucién son paralelos) o concurrentes
(como en el caso esférico).

Un linkage particular y que nos va a resultar util para deslizar una curiosidad en el ultimo
capitulo es el linkage de Bennett.
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Si bien para comprender la matematica que subyace a la construccién del linkage de Bennett
se requeriria otro tipo de especificidad, unos comentarios pueden ayudar a dirigir la atencion
a los lugares adecuados. Un ingrediente que atin falta es el de mecanismo sobrecontrefiido (en
inglés, “overconstrainded”). No hemos visto las férmulas para contar los grados de libertad
pero, ocasionalmente, estos criterios pueden verse materialmente afectados, dando lugar a me-
canismos que tienen mds grados de libertad que los que la férmula para calcularlos predice.
Estos mecanismos se denominan sobreconstrefidos.

Figura 2.20: En el segundo caso los grados son los mismos que en el primero, pero la férmula
de cdlculo predice menos. Estd sobreconstrenido.

Una cadena de dos o tres links conectados por el mismo nimero de puntos de revolucion, re-
sulta ser una estructura rigida, o un mecanismo trivial, cuando los tres ejes son coplanares e
intersecan a un tnico punto.

El nimero minimo de links usados en la construccién de una cadena moévil no trivial es cua-
tro. El linkage de Bennett es el inico 4R linkage sobreconstrefiido que tiene cuatro puntos de
revolucion que no son ni paralelos, ni concurrentes, lo cual lo hace sumamente llamativo. Las
caracteristicas de este mecanismo hacen que se puedan originar de él otros mecanismos mas
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complejos pero con caracteristicas similares.
Este linkage fue, curiosamente, descubierto también por Borel independientemente de Bennett.

Figura 2.21: Linkage de Bennet.

No seria factible ni recomendable poner aqui las ecuaciones del Bennett siendo esta, fundamen-
talmente, una curiosidad. Pero este es un linkage notable para nosotros y en la tltima seccion
mencionaremos por qué. La generacion de linkages mds complejos a partir de otros es un pro-
ceso conocido como ensamble, o teselado. Esta idea estd intimamente relacionada con lo que
conocemos como la suma conexa.

32



Capitulo 3

Origami

“Origami is a laboratory for mathematics that you hold in your hands. Every time you make a
fold, you are doing math. It might be geometry, to construct a diagonal or a triangle. Or it might
be calculus, where the crease line that you fold is a tangent line to an invisible parabola. There
is math present in every fold that you make when doing origami, whether or not you realize it.
Therefore, the beauty that we see in the art of origami is also the beauty of mathematics. The
folding skills that we learn as we practice origami are also mathematical skills. The world that
we explore when we fold a piece of paper is also the world of mathematics.”

Thomas Hull, especialmente para esta monografia.

3.1. Un poco de historia

La definicién intuitiva que se tiene del origami es, y no muy erradamente, la de “armar cosas
con papel”. La palabra japonesa origami retine dos palabras: “or”, que quiere decir “doblez”, y
la palabra “kami” que es, justamente, papel. No es complicado suponer que el origami existe
practicamente desde la invencion del papel; lo que no es necesariamente conocido es, preci-
samente, cudndo ocurrid tal cosa. Se considera que el papel fue creado en China en el siglo 1
(no hay que confundir con el pergamino o el papiro). La historia del papel resulta sumamente
interesante, desde su origen hasta su universalizacion.

Una de las teorias existentes en torno al origami es la “natural”. Inventado el papel, por qué no
doblarlo. La pregunta es, si con el papel proveniente de China, Corea o Jap6n llegé también
la idea germen del origami o si se dio independientemente en distintos lugares en tiempos
aproximados.

La historia del origami se separa entonces de la del papel y sigue la suya la cual también
es sumamente rica e interesante. Todo un universo artistico y técnico se montd en torno al
papel doblado. En su etapa mas moderna, la técnica del origami dio como resultado estructuras
complejas e intrincadas con las que s6lo se habia fantaseado. El lado artistico dot6 al origami
una razon de ser por afiadidura, excedentaria con respecto a la “utilidad” y es quizds el mayor
atractivo que tiene para nosotros. El origami, como es posible imaginar, posee una geometria
propia sobre la cual la matemadtica ha ido entrando de distintas maneras. La referencia mas
antigua al origami tomado bajo el lente de la matemaética data del 1840, de un libro de Dionysius
Lardner que ilustraba conceptos geométricos usando justamente papeles doblados. Durante
bastante tiempo la utilizacion del origami en matematicas estuvo limitada a tomar el papel
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como una herramienta para simular construcciones o ilustrar conceptos. Comentaremos sobre
esto en el dltimo capitulo de esta seccion.

Como era de esperar, en algiin momento surgio el interés por analizar la matematica del origami
por si misma dando lugar a una “matemaética del origami” que aunque no parezca demasiado
extendida es sumamente prolifica. De hecho, existe una bateria de axiomas para el origami
-los axiomas de Huzita- y se produce una formalizacion que da lugar a maultiples y notables
resultados; que luego de haber avanzado sobre el material que le dio origen, una pieza de papel
plano, llega a extenderse incluso a dimensiones més altas.

Como pequeiio cierre de esta introduccion, dejamos tal cual aparece en [7] el siguiente proble-
ma general: Dada una forma tridimensional (un origami ya armado) encontrar un patrén y una
cadena de pasos para plegar el papel y crear ese origami. Este es, por supuesto, un problema
aun sin solucion. En [7] se agrega, con mucha sutileza que su falta de solucién hace persistir al
origami como arte. No entraremos en esa interesante discusion.

3.2. Formalidades del origami plano

El origami es un mapa continuo 1-1 de un patrén de pliegues para crear un objeto tridimen-
sional. Le llamamos “patrén de pliegues” al dibujo o diagrama que queda en el papel cuando
estd desdoblado. El origami rigido es supuesto en el caso en que cada “cara” rodeada de plie-
gues no es extendida ni curvada durante el doblamiento. Nos interesa trabajar, en principio, con
el origami plano que es, dicho rdpidamente, aquel disefio que puede ser guardado dentro de un
libro sin agregar o modificar pliegues.

Figura 3.1: Pliegue montafia y pliegue valle de izquierda a derecha.

Qué implica que un origami sea plano:
-que los pliegues sean lineas rectas
-que los pliegues representen o bien montaifias, o bien valles.

A los pliegues lo imaginamos como lineas en el cuadrado unidad [0, 1] x [0, 1]. El origami
serd ese conjunto lineas mas una funcién que dird cuan lejos y en qué direccion cada pliegue es
doblado y, para evitar que la funcidn requiera rasgar el papel, se le impone que sea uno a uno.
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Formalmente:

Definicion 10. Un origami es un par (C, f) donde C es el conjunto de pliegues y f : C —
(—m, x), tal que la funcién que induce del [0, 1] x [0,1] a R? sea inyectiva. Para lineas de
pliegue [, f(I) > 0 significard que [ es un valle, y f(/) < 0 que / es una montaa.

n/2
I
|
I
/2 ----/-Jr---- w2 =
!
P i
' |
-T n

Figura 3.2: Un origami no plano.

Definicion 11. Un origami plano es un origami tal que si tomamos limite para plegar cada valle
n radianes y cada montafia —rn radianes; entonces el origami sigue siendo 1-1.

Este requerimiento remite a la idea de aplanar el origami sin que se atraviese el papel. Deno-
taremos con lineas continuas a los pliegues montana y con lineas discontinuas a los pliegues
valle.

Figura 3.3: La grulla.

Como en un origami el dngulo de cada pliegue se determina por si es una montafa o valle,
podemos describirlo con un par (C, f) donde C es el patrén de pliegue y f : C — +1 define la
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paridad de los pliegues.

Un vértice de un patrén de pliegues es un punto en donde dos o mds pliegues se intersecan; un
pliegue de vértice plano es un patron de pliegue con un tnico vértice.

En general, trabajaremos los vértices individualmente como si fueran el centro de un disco
unitario.

Hay dos grandes teoremas relacionados a la matemaética del origami. El primero debe su nombre
al fisico Japonés Maekawa, que lo publicé en 1987, pero no lo demostrd. Lo curioso es que la
demostracion, muy sencilla, que presentamos aqui fue realizada por el estudiante de grado Jan
Siwanowicz en 1993.

Teorema 5. (de Maekawa) La diferencia entre el nimero de pliegues montaiia y el nimero de
pliegues valle en un pliegue de vértice plano es dos.

Demostracion. Sea n el nimero de pliegues que se conectan en el vértice, M el nimero de
montafias y V el nimero de valles. Es decir que n = M+ V. Luego de doblar el papel (ver figura)
segln si son montafias o valles, se puede efectuar un corte en el papel debajo del vértice. Visto
desde arriba es claro que queda un poligono plano en el que, aplastado, sus angulos interiores
miden o bien 0, o bien, 27 (en efecto, las montafias corresponden a 0 y los valles a 2r). Luego,
la suma de los dngulos interiores del poligono es (0-V + M - 27) = M - 2x. Pero la suma de los
angulos interiores de un poligono convexo estd dadapor (n—2) - n = (M+V —=2)-n =M -2n
y por lo tanto M — V = 2.

Esto asumiendo que nuestro vértice apunta hacia arriba; andlogamente, si estuviese mirando
hacia abajo, resultaria V. — M = 2.

poligono

Vv
\Z— ; corte ;

O
Corolario 1. El nimero de pliegues en C es par.
Demostracion. Si n es el nimero de pliegues en Cy M —V = 2 entoncesn = M +V =
M-V +2V=2(1+V). Similarsi V- M = 2. O

Un corolario interesante para quien le interesen los grafos es el siguiente (puede verse un poco
mas sobre esto en el anexo):
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Corolario 2. Si pensamos al patrén de pliegues del origami como un grafo, entonces todo
patrén de pliegue de un origami plano es 2 vértice-coloreable.

Teorema 6. (de Kawasaki) La suma de dngulos alternados alrededor de un vértice de un origa-
mi plano es .

Demostracion. Sean a, ..., los dngulos y sea y una curva simple cerrada en el disco D. Si
doblamos a D usando los pliegues en C y seguimos el trazo de la curva en la forma obtenida,
vemos que cada vez que se encuentra con un pliegue, cambia la direccién. Eventualmente
volvemos al lugar de donde partimos, lo cual implica que a; —a + ... —az, = 0 (1)

Pero ademas, vale que @ + ... + a@,, = 2m; si sumamos a (1) obtenemos el resultado querido.

La conversa del teorema de Kawasaki también es verdadera:

Teorema 7. (generacion de origamis) Sea C = {l,,...,,,} una coleccion de lineas radiales en
el disco unidad D y sean ay, ..., as, los angulos entre las lineas. Supongamos que a; + a3 +
e F @y =@y + a4+ ...+ ay, = 7, entonces C genera un origami.

Demostracion. Las hipotesis del teorema aseguran que la ecuacion @y — @y + ... — @y, = 0
se sostiene, y esto implica que al menos en cuanto a los dngulos el disco D puede ser doblado

usando los pliegues en C. Lo que resta es mostrar que existe un arreglo adecuado de montafias
y valles para asignarle a C, que permitan un origami legitimo (es decir, la funcién f).

pegar

corte
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Para asignar montaiias y valles, sean /; un valle, [, y [, montafias. Entonces /5 y [, son valles,
los siguentes montanas, y asi. Entonces efectuar un corte a lo largo del pliegue /, y doblar el
disco como en la figura.

Como la ecuacién 1 vale, sabemos que los dos finales que representaban /,; van a alinearse
cuando los otros pliegues estén doblados. Hay que considerar casos, uno en el que no hay hojas
entre las dos partes de /,,, |, en cuyo caso simplemente lo pegamos.

En otro caso hay hojas que se interponen entre los dos extremos; aqui debemos seguir otra
estrategia.

pegar

o~

Figura 3.4: Ejemplo de una asignacion de montafias y valles.

La idea es revertir el pliegue més grande, de forma tal de poder pegar, del otro lado, los dos
extremos. Esto es claro en la figura 3.4. O

3.3. Algunas generalizaciones

El teorema 5 no vale para origamis con mds de un vértice (es una propiedad local), por ejemplo,
en la grulla. Sin embargo uno quisiera explorar la posibilidad de encontrar una propiedad simi-
lar para un mayor niimero de vértices; teniendo en cuenta que el teorema vale para cada vértice,
visto localmente. Sabiendo que M — V = 2 si el vértice “apunta para arriba” y M —V = =2
si “apunta para abajo”, una conjetura que se podria hacer es que M — V = 2(# vértices para
arriba)—2(# vértices para abajo). Por desgracia, esto no es cierto, pues en el trayecto habremos
tenido en cuenta algunos pliegues mas de una vez (cuando los vértices del pliegue hacen que
permanezca dentro del “cuadrado de papel” y no termina en uno de los bordes). A esos pliegues
se les llama “interiores”. Asi, podria sugerirse que:
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Proposicion 4. Sea (C, f) un origami plano y sean M y V como los conocemos. Entonces M —
V = 2(# vértices para arriba)—2(# vértices para abajo)—(# pliegues interiores de montafia)+(#
pliegues interiores de valle).

El obstaculo de esta proposicion son los pliegues que no intersecan a ningin otro en el interior
del cuadrado. Por ejemplo, el origami que consiste en una sola montaifia, en donde M — V = 1
(contradiciendo la proposicion). Para arreglar este tipo de casos, hay que considerar esas lineas
de pliegue como si tuviesen algun vértice en el camino de la linea, haciendo en realidad 2
lineas de pliegue. En este caso, el origami contragjemplo ahora tiene un vértice imaginario en
el medio y dos montafias y luego vale M — V = 2 (y por lo tanto también el teorema).

Todo esto en persecucion de poder considerar a M — V como una caracteristica del origami en
algin sentido. Otros resultados en el intento de caracterizar ciertos tipos de origami son:

La condicion de los 180°: Los teoremas 6 y 7 no pueden ser extendidos rapidamente a origamis
planos con multiples vértices. De hecho, existen origamis con patrones que son localmente
doblables, pero que no se puede formar un origami legitimo con ellos, por ejemplo

Figura 3.5: Un patrén que no se puede plegar.

Proposicion 5. Sean @y, as, ..., a, los dngulos entre las lineas de pliegue en un origami plano
de un vértice.

Para cualquier origami plano (C, f) definido en disco unidad D (con su tdnico vértice en el
origen), si @; < @;_ y @; < a;4 entonces f(I;) = —f(l;11).
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L.+

Para ver por qué es cierto, notar que si f(I;) = f(l;+1), doblando esos dos pliegues ocurre que
o bien las hojas se atravesarian.

Volvamos a la figura 3.5.

Consideremos sus lineas de pliegue. Si /; fuera una montana, /, deberia ser un valle. Pero esto
implicaria que /3 sea una montafia, y luego se contradiria el corolario en el vértice inferior
izquierdo (/; y I3 no pueden ser montafas). Por lo tanto este patron de pliegues no es posible de
plegar.

Habiamos asignado una paridad a los pliegues (montafias o valles). Esto puede ser pensado
como una coloracién de aristas pero no en el sentido clasico, sino que:

Definicion 12. Dado un conjunto C de lineas de pliegue (asi generen o no un origami plano)
construimos el grafo del origami G como sigue.

1. Los vértices de G son las lineas de pliegue en C.

2. Dos lineas de pliegue /; y /; forman una arista en G sii:

a) l; y lj son adyacentes en C;

b) f(l;) = —f(l;) debe ser cierto si C genera un origami plano (C, f).

Notar que 2.b) significa que /; y /; no puedan ser ambos valles o ambos montafia. Notar
ademads que no siempre es facil de armar un grafo de un patrén de pliegue.

40



Figura 3.6: Ejemplo de un grafo para un origami.

Figura 3.6 ilustra un posible grafo para 3.5, y es un subgrafo del grafo convencional
(para quien esté familiarizado con los grafos, fijarse que no es 2 vértice-coloreable lo
cual implica, como ya sabiamos, que no es “doblable”).

Para no excedernos en los ejemplos, dejamos la siguiente conjetura tal cual aparece en [3]:

Conjetura 1. Una coleccién C de lineas de pliegue en el cuadrado (quizds con mds de un
vértice) puede generar un origami plano si y solo si:

1. cada vértice satisface la condicion de los 180° y;
2. el grafo del patrén de pliegues es 2 vértice-coloreable.

Si bien la conjetura suena, a raiz de lo discutido, un buen acercamiento al caso de vértices
multiples, hay que notar que aunque el grafo nos provea la garantia de poder dar un arreglo de
montafias/valles valido, no garantiza la condicién de inyectividad del origami. De hecho:

Figura 3.7: Otro patrén imposible de plegar.
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satisface las condiciones de la conjetura pero, mucho més sutilmente, no es plegable. Este no
es un caso sencillo de analizar, pero su estudio ofrece la idea de que es un asunto dificil el de
“pulir” la conjetura para hacerla verdadera.

Para despedir esta seccidn, dejamos como comentario otra linea de estudio con relacion a las
generalizaciones. Si bien lo que nos interesé hasta el momento es tratar de extender algunos
resultados para casos de multiples vértices, otro interés podria ser el de generalizar la idea de
“papel” que, hasta aqui es un papel en dos dimensiones. Es natural interesarse por generalizar la
idea matematica de origami a “papeles” de mas dimensiones y de hecho, hemos visto algunos
teoremas como el 5 y el 6 que pueden extenderse sin demasiada complicacién a casos en los
que el papel no es plano; de nuevo, adaptando adecuadamente las definiciones[7].

3.4. Origamiy pedagogia

No vamos a desarrollar aqui en amplitud una discusion que consideramos por otro lado nece-
saria, que tiene que ver con la ensefianza y el aprendizaje de la matematica. Son habituales los
comentarios que remiten a una excedencia de la matemdtica y que aparecen unas veces como
“aplicaciones”, otras veces como “incidencia en otras areas, u otras ciencias”; como quizas
hemos hecho notar, esos comentarios muchas veces son motivados por resguardar intacta la
“utilidad” de la matematica. Entretanto, consideramos que la utilidad se evidencia autométi-
camente a cada rato, y quizds lo que querriamos resguardar es, si se permite la imprecision,
aquello que de la matematica es inutil. O bien poder prescindir del discurso de la utilidad y
conversar en otros términos, con otras categorias, sobre la relevancia de la matematica. En toda
esa produccion discursiva (que registra la figura de la matemaética ajena a la realidad y la figura
de la matematica que “baja a tierra”), a veces nos olvidamos de que, en el medio, la matemaética
se ensefia y se aprende -lo cual no deja de estar sobre la tierra-, se evalia, se coteja, etc. y si no
tenemos precaucion, podremos llegar a creer que esa ensefianza se da casi accidentalmente, que
estd probada, que no requiere ser pensada salvo por gente que se dedique a ello propiamente.

Con eso en mente, el origami representa un caso peculiarmente llamativo, mas de lo que la
introduccion al origami dada en las secciones anteriores puede hacer prever. Las utilidades que
tiene el origami son multiples, aunque en general la primera imagen que surge estd ligada a su
veta artistica; que es sin duda muy fuerte. Un ejemplo de ello: en 1995, Koryo Miura estudi6 un
patrén especial que le sirvié de base para disefiar un panel solar, que terminé en el espacio en
un telescopio japonés; y luego de aquel siguieron otros telescopios en cuyo disefio participaron
origamistas, que resolvieron un problema muy preciso: como enviar algo muy grande hasta
el espacio. Dobldndolo, como una hoja de papel. Ademds, anejo al origami hay dimensiones
filosoficas e histdricas faciles de encontrar, lo cual habilita al menos poder enunciar algunas
preguntas sobre la historia y filosofia de las matemadticas, que tienen un peso especifico. Mds
aun, de toda esa riqueza sumada a la “propiamente” matematica, es que el origami resulta
en una herramienta llamativamente poderosa para la enseflanza de matematicas, desde varias
Opticas. Y este es el espiritu de esta seccion.

Es una sugerencia habitual (por ejemplo, del National Council of Teachers of Mathematics) la
de usar objetos -como el papel- para habilitar la exploracién sobre geometria en particular, sus
relaciones y vocabulario. Este es el puntapié inicial y es quizds lo que se puede intuir veloz-
mente con respecto al origami. Una vez desdoblado el papel, hallamos en €l no sélo vértices
y aristas, sino también dngulos. Pero eso es s6lo una porcién minima. Tomas Hull produjo un
libro ([4]) en el que desarrolla una serie de experiencias con origami para distintos campos de
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la matematica y también para distintos niveles de la misma. Si bien, por la naturaleza del tema,
hay siempre una componente geométrica, Hull ha identificado formas de llevar el origami al
célculo, a teoria de nimeros, a combinatoria, a grafos (algo de esto si hemos visto), a dlgebra
abstracta, topologia, y mas. Aunque no desarrollemos aqui de qué manera se realizan estas vir-
tudes del origami, es necesario mencionarlas. El mismo Hull sugiere que su trabajo no es mas
que una porcidn pequeiia de lo que se puede hacer, e invita a explorar en ese sentido.

43



Capitulo 4

Abriendo la grulla

4.1. Aclaraciones preliminares

Hasta aqui hemos desarrollado algunas de las cuestiones elementales de la matemética del
origami y de los linkages. Hemos desarrollado también algunos elementos que revisten a ambos
temas de una importancia remarcable. El lector atento seguramente se habra ido figurando de
qué manera se podrian reunir ambos temas desarrollados, puesto que tienen algunos conceptos
compartidos.

Este trabajo tiene su pié de apoyo en los linkages, como tema fuerte. Y de entre todas las
aplicaciones, o usos que tienen no s6lo en matematicas sino en diversas areas del conocimiento,
elegimos poner como contrapeso al origami por dos razones.

La primera, para poder presentar en simultdneo al origami y escapar un poco, mediante el puen-
te que lo une a los linkages, a la dimensién fuertemente mecédnica que aquellos indudablemente
tienen; queriamos presentar a los linkages con un matiz mas cercano a la dobladura de un papel
que a la estrucura de un brazo metélico. Podria decirse que es, en gran medida, una eleccién
estética.

La segunda es que mover el tema a esa reunidn entre las dos geografias de la matematica
permitié extender el interés que puede suministrar este trabajo a futuros egresados y futuras
egresadas, proveyendo no sélo la presentacion de los temas sino una introduccién no despre-
ciable a ellos. En ese sentido, aunque la introduccidn quizds no resulte suficiente para una cabal
comprension de lo que sigue -comprension que los autores de este trabajo tampoco poseen en
extension-, es suficiente para intuir algo que es, de suyo, sorprendente.

La conexion existe, y aunque su existencia nos haya permitido desarrollar libremente ambos
temas, el hecho de que sea esquiva o poco desarrollada nos justifica doblemente: es esa falta
la que consideramos una motivacion extra para quien quiera volcarse en el estudio de ella.
Consideramos haber entregado una carta de entrada razonable.

4.2. Haciendo Uno

En esta seccion se verd lo que oficiard en esta ocasion como pegamento. Una primera idea
aproximativa, cercana a la que el lector pudo haberse hecho por su cuenta, la dan los linkages
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esféricos. De hecho, los linkages esféricos no triviales mds simples consisten, curiosamente, en
doblar una pieza de papel con algunos pliegues

Figura 4.1: El linkage esférico de la figura 2.19, en realidad surge a partir de pliegues de origa-
mi.

En este caso, tenemos un linkage esférico de 4 aristas, a partir de un origami con tres valles y
una montafia. No hace falta mucha imaginacion para ver que el andlisis local de vértices de un
origami, estudiados dentro de un circulo con un Unico vértice central es una de las formas mas
convenientes de construir linkages esféricos.

Quizds pueda resultar llamativo y es digno de notar, que en un traspaso elemental de origami
a linkage, son las lineas de pliegue las que funcionan como vértices (o como puntos de revo-
lucion). Pero eso ya habia sido presentado, afortunadamente, al momento de ver las lineas de
grafo de un origami.

Pero esto escala rapidamente. Los algoritmos que permiten pasar de una figura de papel supues-
ta a doblar a un patrén de pliegues de un origami consisten justamente en trazar un esqueleto
de vértices y luego “envolver” localmente los vértices con circulos, y ahi establecer lineas de
pliegue de acuerdo a formas mas conocidas (por ejemplo, si quiero una pata de un escaraba-
jo, si quiero una antena, etc.). Para el caso, sabemos que cada vértice con cuatro pliegues se
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corresponde con un linkage esférico.

cabeza NN V%
3 72
® cabeza
®
@ ®
74\
abdomen
o
abdomen

El traspaso de lo local a lo global, del cual dejamos alguna constancia arriba, puede ser inter-
pretado con el manual de los linkages; si en cada localidad podemos, en general, obtener un
linkage esférico a partir de las lineas de grafo del patron del origami ;podemos ensamblar esos
linkages?

Esa pregunta, que nos devuelve al terreno de los linkages ha sido trabajada tanto matematica
como mecanicamente. Aparece entonces un concepto importante y con cierta sofisticacion que
es el concepto de teselado. En una superficie plana consiste en hacer un cubrimiento del plano
usando algunas formas geométricas; sin dejar espacios y sin superponer. Esta idea se generaliza,
por supuesto a dimensiones més altas.
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En el caso de los linkages esto se conoce como ensamble movil que es, justamente, un teselado
a partir de ciertos linkages a los que se llama linkages unitarios (habitualmente se usan los
linkages 4R planos, los varios esféricos y, en particular, el de Bennett que fue presentado en la
seccion 2).

Figura 4.2: Teselado a partir del linkage de Bennett.

Considerando un vértice del origami y a sus correspondientes pliegues como un linkage esférico
a la manera explicada (i.e. los pliegues como puntos de revolucion y los paneles como aristas
-al modo de las lineas de grafos-) se ha identificado que los vértices aislados pueden estudiarse
como ensambles de linkages esféricos.

Esta aproximacion fue estudiada de diversas formas, por ejemplo en [9] se investigd el método
al revés, es decir, a raiz de una familia de ensambles méviles de 4R linkages esféricos formar
el correspondiente patron de origami rigido. Segin consta en el mismo trabajo, basado en la
equivalencia entre linkages y patrones de origami, se pueden proponer innovadores disefios de
origami rigido.

Pero no solamente aparecen los linkages esféricos sino que, tal cual se investiga en [6], es
posible también hacer una transicion de un patron de pliegues -en particular se estudié el caso
de cuatro pliegues- al linkage de Bennett y, luego, un patrén multivértice a un ensamble de
linkages de Bennett.
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Figura 4.3: El linkage de Bennett apareciendo en un patrén de pliegue de un origami

Y hasta aqui llega nuestra exposicion. Es posible que habiendo leido con atencién el trabajo,
este punto de unién que pretendié ser el tema de la monografia no resulte tan sorprendente.
Una posibilidad es que no se haya entendido, ese seria nuestro lamento. La otra posibilidad es
que se haya entendido, pero ain asi no resulte sorprendente. Este es un caso favorable, pues
pretendiamos que pese a que algunas partes requieran un desarrollo que esta monografia no
tuvo a bien llevar a cabo, haya un recorrido entre linkages y origamis que lleve “naturalmente”
hasta este punto de reunion.

Una tultima posibilidad, nuestro caso: a pesar de todo, sospechar en la pequeiia grulla de papel
que hemos aprendido a armar un ensamble de linkages, nos sigue resultando sorprendente.

48



4.3. Un ultimo exceso

El mérito de este trabajo, si tuviese alguno, seria el de haber encontrado y cribado un ma-
remagnum de bibliografia. Entre esa bibliografia se han encontrado algunas perlas; ademés de
las seleccionadas y mencionadas, hay algunas de otra indole, una perlas raras y curiosas. El
libro Rosas, Origami y Matematicas del mismisimo Kawasaki quien desarrolla en uno de sus
capitulos una famosa rosa de origami que, dicen, inspir6 la realizacion de una pelicula checa
(y, dicho sea de paso, la cardtula de este trabajo). Pero esa no es la mds graciosa. Entre los
libros que saltaron hay uno titulado Pornogami: Una guia del antiguo arte del papel plegado
para adultos. Hay mds, pero quedaran en el misterio. También se produjo texto. Uno es este, la
monografia, que se basa en la bibliografia mas prudente. Para la otra, vaya este pequeilo poema
escrito a pedido por el Mariscal Sota:

Vértices

La descomposicion de lo que se percibe sencillo,
monolitico, en un entramado difuso

de acciones superpuestas.

Un cumulo de pliegues

sin ningun propdsito

salvo contener puntos

que descubren geometrias

perdidas, grietas

que delatan un nombre. Hay arcilla

en cada vértice, extrae la forma

a un plano durmiente, esculpe

vigorosa

una entidad sobre tu mano.
Nudo-grulla-enlace

cuantos mundos hay en un ala

que no afiora el cielo.

En ese cuerpo poblado

hay lineas que trazan

la distancia

entre un pico y un vientre.

Cada quien en su distancia

con el calor insuficiente

pero con la certeza de algo que se despliega
una lengua muy limitada, una linea

una conversacion de robots tartamudos.
Un origami con tres valles

y una montafia.

de Pedro Antonio Sota Taier
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Apéndice A
Algunos resultados y definiciones utiles

Teorema 8. (de la Subvariedad implicita) Sea f : M — N suave. g0 € Ny P = f~!(qo) y
supongamos P no vacio. Sidf, : T,M — Ty, N es una suryeccion para todo p € P entonces
existe una tnica estructura diferenciable P tal que (P, i) (i es la inclusién) es un embedding en
M. Ademas dimP = dimM — dimN.

Teorema 9. (de Sard) Sean M, N variedades diferenciables N, de dimensién m y n respectiva-
mente. Y sea X el conjunto de puntos criticos de una funcién C* f : N — M (que consiste en
aquellos puntos donde el diferencial df : TN — T M tiene rango menor que /m como transfor-
macién linear). Entonces si k = max{n —m + 1, 1} entonces la imagen de X tiene medida cero
como subconjunto de M.

Lema 1. (de Morse) Sea b un punto critico no degenerado de f : N — R. Entonces existe
un gréfico (xi,...,x,) en un entorno U de b en el que x;(b) = O paratodoi = 1,...,ny
f(x)=f(b) —xi—...—x; +x;,, + ...+ x;en U, con k el indice de f en b.

Definicion 13. Un subconjunto algebraico de R” es un conjunto A < R” tal que existe unm € N
y f: R" — R™ un polinomio talque f~'(0) = A.

Un conjunto semialgebraico es una proyeccion de un conjunto algebraico. Mds precisamente
es un conjunto B tal que existe N > n y un conjunto algebraico A de R" tal que B = n(A)
donde 7 es la proyeccion sobre las primeras n coordenadas de RY.

Definicion 14. Una coloracion de vértices para un grafo es la asignacion de colores para ca-
da vértice tal que cada vez que dos vértices compartan una arista tengan colores diferentes.
Entonces diremos que un grafo es 2 vértice-coloreable si se puede colorear con 2 colores.
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