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Introduccion

La teoria de ntimeros trascendentes ha resultado ser una rama de la mate-
mética increiblemente amplia e interesante, no solo por la dificultad inherente
a la mayoria de las pruebas sobre trascendencia de nimeros, sino también por
la pluralidad de métodos utilizados en este tipo de demostraciones y por el
gran impacto que ciertos resultados han tenido en la matemética en general.

Los primeros indicios del desarrollo de esta teoria datan del siglo XVII,
cuando Leonhard Euler conjetura que ciertos nimeros de la forma log,(b)
son trascendentes, es decir, que no son raiz de ningin polinomio no nulo a
coeficientes racionales. Sin embargo, el primer resultado formal relacionado
a la existencia de nimeros trascendentes se atribuye al mateméatico Joseph
Liouville. Liouville logr6 definir una clase de numeros irracionales (los hoy
denominados nimeros de Liouville) de manera tal que la propiedad que define
a sus elementos es suficiente para garantizar su trascendencia. Concretamente,
Liouville prob6é que si un ntmero puede ser muy bien aproximado mediante
fracciones, entonces debe ser trascendente. Esta nocién de aproximar “muy
bien” un numero fue perfeccionada a lo largo del siglo XX por matematicos
tales como Axel Thue, Carl Siegel y Klaus Roth, quienes fortalecieron en cada
instancia los resultados inicialmente propuestos por Liouville. En 1958, Roth
fue premiado con una Medalla Fields por su trabajo en la materia.

Las conjeturas que histéricamente han sido objeto de investigacion en la
teoria de niimeros trascendentes refieren a la trascendencia de niimeros omni-
presentes en la matemética, tales como 7 y e. La trascendencia de este tltimo
fue probada por primera vez por Charles Hermite en 1873, aunque Hilbert
propuso luego una prueba simplificada que presentamos en esta monografia.
Ferdinand von Lindemann continué esta linea de investigacion, probando en
1882 que e® es trascendente si a es un nimero algebraico no nulo. En 1885, Karl
Weierstrass logré6 demostrar una version generalizada de este tltimo resultado,
hoy conocida como Teorema de Lindemann-Weierstrass.

En el siglo XX también se pueden apreciar grandes avances en la materia.
En 1930, Aleksandr Gelfond y Theodor Schneider probaron la trascendencia
de nimeros de la forma a®, donde a y b son algebraicos, a # 0,1y b ¢ Q.
Este interrogante habia sido popularizado originalmente por David Hilbert,
quien lo incluyé como el séptimo de los legendarios problemas de Hilbert:
una lista con 23 problemas abiertos (hasta ese entonces) de la matemaética,



publicada por el propio Hilbert en 1900. Otro exponente moderno en la teoria
de numeros trascendentes es Alan Baker, quien en la década del 60 demostrd
una generalizacion del Teorema de Gelfond-Schneider la cual resulté tener
aplicaciones en la teorfa de ecuaciones diofanticas, es decir, ecuaciones con dos
0 mas incognitas sobre los nimeros enteros.

El proposito de esta monografia es introducir al lector en los principales
conceptos y resultados de la teorfa de ntimeros trascendentes. Sin embargo,
para poder indagar en profundidad en la materia resulta necesario comprender
en detalle el conjunto de los ntimeros algebraicos y sus particularidades. Por
esta razon, el primer capitulo se dedica a presentar las nociones basicas de la
teoria de niimeros algebraicos.

En el segundo capitulo se estudian algunas propiedades que sirven como
introduccion al estudio del conjunto de ntimeros trascendentes, para luego
exponer los primeros resultados formales de la teoria: los ntmeros de Liouville,
sus propiedades y lo que éstas implican en materia de trascendencia.

El tercer capitulo se dedica en su totalidad a la exposicion de los mas no-
tables avances en la materia, muchos de los cuales fueron mencionados en los
parrafos anteriores. A grandes rasgos, éstos incluyen las pruebas de trascen-
dencia de e y 7, los teoremas de Lindemann-Weierstrass, Gelfond-Schneider
y Schneider-Lang, asi como también observaciones sobre las aplicaciones de
algunos de estos resultados en otras areas de la matematica.



Capitulo 1

Ntimeros Algebraicos

1. Nociones Basicas

Notamos con Q[x] al conjunto de todos los polinomios a coeficientes racio-
nales, y con Z[z| al conjunto de los polinomios a coeficientes enteros.

Definiciéon 1.1.1. Un ntmero complejo « es algebraico si existe P € Q[z],
P # 0 tal que P(«a) = 0.

Un ntimero complejo a es trascendente si no es algebraico. Es decir, si «
no es raiz de ningin polinomio no nulo a coeficientes racionales.

La definicién de niimero algebraico en términos de polinomios a coeficientes
enteros es equivalente a la dada. Esto se debe a que, dado un polinomio

P(z) = Z apx”
k=0

a coeficientes racionales, la ecuacion P(z) = 0 tendra las mismas soluciones
que la ecuacion kP(x) = 0 a coeficientes enteros, donde k es el minimo comun
miltiplo de los denominadores de los coeficientes.

Por conveniencia, en ocasiones utilizaremos dicha definicién equivalente.

Definiciéon 1.1.2. El grado de un ntimero algebraico a se define como
deg(a) = min{deg(P) : 0 # P € Q[z] A P(a)) = 0}.

Es decir, el grado de « es el minimo grado de los polinomios no nulos de Q[z]
de los cuales « es raiz.

Definiciéon 1.1.3. El polinomio minimo de « se define como el tinico poli-
nomio P € Q[z] que verifica:

1. deg(P) = deg(a).



2. El coeficiente principal de P es 1 (un polinomio de este tipo se suele
llamar moénico).

3. P(a) =0.

Teorema 1.1.4. (Buena definicion) Todo nimero algebraico tiene un tinico
polinomio minimo.

Demostracion. Sean P,Q € Qx| tal que P es un polinomio minimo de « y
Q(a) = 0. Por el algoritmo de divisiéon para polinomios, existen D, R € Q|x]
con deg(R) < deg(P) tal que

Q(z) = D(z)P(x) + R(z).
Ademas, Q(«) = P(a) = 0 implica que R(a) = 0, y asi R = 0 por ser P un

polinomio minimo de «. Por lo tanto, () divide a P.
Ahora, si suponemos que () es un polinomio minimo de «, de lo anterior

podemos concluir que P divide a (. Entonces P(x) = cQ(z) para alguna
constante ¢ € Q. Sin embargo, ambos polinomios son moénicos, por lo que
P(z) = Q). O

Definicién 1.1.5. Un numero algebraico es un entero algebraico si su po-
linomio minimo es a coeficientes enteros.

Nos encontramos en condiciones de identificar algunos ntimeros algebraicos.

Los polinomios de la forma

p
xr— -,

q
donde p y ¢ son enteros coprimos, tienen como soluciéon (tnica) al nimero
racional p/q, por lo que todo numero racional es un namero algebraico (pero
no es un entero algebraico si ¢ # 1). Es simple ver que la raiz enésima de
todo nimero racional también es un ntmero algebraico: podemos considerar

polinomios de Q[z] de la forma
n_ P
" — =,
q

Nimeros como i y el ntimero aureo ¢ = %5 también verifican ser alge-
braicos, al ser soluciéon de los polinomios cuadraticos

P(z)=2*+1 Y Qz)=2* -z +1

respectivamente.



2. Polinomios Simétricos

Para explorar las propiedades méas interesantes del conjunto de ntimeros al-
gebraicos precisamos utilizar resultados de la teoria de polinomios simétricos.
A continuacion, se define la nocién de cuerpo, los conceptos de polinomio si-
métrico y polinomio simétrico elemental, y se prueba el Teorema Fundamental
de los Polinomios Simétricos. La demostraciones de esta seccion utilizan ideas
dadas por Cox [1].

Definicién 1.2.6. Un cuerpo es una terna (F,+,-), donde F' es un conjunto
y +, - son funciones de F' x F' en F' que verifican las siguientes propiedades:

Ambas operaciones son asociativas y conmutativas.

Vale la propiedad distributiva de + con respecto a -.

Existen 0,1 € F talesque a+0=ay a-1=a para todo a € F.
Para todo a € F existe —a € F tal que a + (—a) = 0.

AR R

Para todo a € F existe a=! € F tal que tal que a-a~ ! = 1.

Observacion 1.2.7. Q es un cuerpo con la suma y el producto usual.

Notamos por F[zy, ..., x,] al conjunto de polinomios en las variables x1, ..., z,
con coeficientes en el cuerpo F.

Definicién 1.2.8. Un polinomio P € Q[z1, ..., x,] es simétrico si
P (337-(1), ce ,:L‘T(n)> = P([Bl, .. ,$n)
para cualquier permutacion de n elementos 7.

Definicién 1.2.9. Sean x4, ..., x, variables sobre un cuerpo F. Los polino-
mios simétricos elementales en z1,...,x, son

n
01 = Z Ty,
i=1

oy = Y., Ty,
1<i<j<n

Or = > Ly Lig ** Ly
1<i1<..<ir<n

Op = 1Ty Ty,

Evidentemente o4, ..., 0, € F|x1,...,z,]. En ocasiones notamos o; = 0;(z1, ..., %)
parai=1,...,n.



Observacion 1.2.10. Los polinomios simétricos elementales son simétricos.

Teorema 1.2.11. Sea P € F[z] un polinomio con raices oy, . .., a,. Luego,

P(z) =[]z — ) =a" —o1a" " 4+ (=1) 02" 4 (—1)" 0y,
=1

donde los polinomios o1,...,0, son los polinomios simétricos elementales en
Ap,y...,0p.

Demostracion. El teorema se deduce de expandir el producto
n
H(x — ;).
i=1
En general, los pasos para calcular el término asociado a x” son:

1. Para cada uno de los n factores x — «; elegimos x o a; de manera que se
haya elegido x exactamente r veces.

2. Tomamos el producto de las variables elegidas.
3. Sumamos los productos de todas las posibles elecciones de las variables.
Por ejemplo, el término independiente de P es
(—a1) (=) - (—ap) = (=1) "y - -y = (—1)"0,.
O

Corolario 1.2.12. Sea P(z) = 2" +ajz" '+ +a, 12 +a, € F[z] de grado
n > 0. Luego, los coeficientes ay, de P quedan expresados en términos las raices
Qay,...,ap de P de la siguiente manera:

aT:(_l)rO-’r(al)'-'aan), TZl,...,n.

Teorema 1.2.13. (Teorema Fundamental de los Polinomios Simétri-

cos) Todo polinomio simétrico de Flxy,...x,] puede ser escrito de manera
unica como un polinomio de Floy,...,0,], donde oy,...,0, son los polino-
mios simétricos elementales en xq,...,x,.

Demostracion. Ordenamos monomios de acuerdo al orden lexicogrdfico gra-
duado: concretamente,

gt <l ab =+ a, <bi o by,

6a;+--+a,=b;+---+0b,
y a1 < b,

6ar+---+a,=by+---+0,
y ar =0byy as < by,



Ademas, 25" - abr > o afn = 2P a0 < b2t Definimos el
término principal de P € Fxy,...,x,] como el término en el cual el producto
de las variables es mayor respecto al orden lexicogréafico graduado.

Destacamos dos consecuencias importantes de este orden:

1. Fijados aq,...,a,, existe una cantidad finita de monomios xll” - b tales
que 2 - xbn < 291 ... 2% Esto se debe a que si 2 - - abn < 291 g0,
entonces N :=a1+---+a, > b;+---+b,, y asi existen a los sumo N +1
posibles elecciones para cada b;.

2. Si P € Flxq,...,x,) es simétrico y su término principal es cz{* ---z%",
entonces a; > as > --- > a,. Si suponemos que a; < a;41 para al-
gin i € {1,...,n — 1}, como P es simétrico, intercambiar las variables

x; ¥ T4 resulta en el mismo polinomio. Ademas, como cxy'---z%" es
un término de P, cxi'---xfi aft --- 2% también lo es. Sin embargo,
caft - aln < caft - afi a2 de acuerdo al orden lexicogréfico
graduado, contradiciendo el hecho de que cz{* - - - x%" es el término prin-

cipal.

Probemos el teorema. Sea P € F[xzy,...,x,] un polinomio simétrico no nulo
con término principal cozi* - - - 2% (el resultado es evidente para el polinomio
nulo). Definimos

. 4a1—0a2 a2—a3 an—1—0an _a
Qo =0y "oy O Oy

donde o4, ...,0, son los polinomios simétricos elementales en x1,...,z,. No-
tese que () esta bien definido debido a la propiedad anterior (a; —a; > 0
para i < j). Ademaés, el término principal de @)y es el producto de los términos
principales de los polinomios o, elevados a sus respectivos exponentes. Luego,
como el termino principal de o, es x;1 - - - x,, el término principal de @)y es

al1—asg as—as an—1—a an __

3’;1 (xlxz) ..'<x1."xn71) n "(xl...xn) n —
a1—az+az2—as+--—an+an as—asz+--—an+an an—1—an+tan a, __ a1 an
Ly Lo g Tp =Ty Ty

Es decir, P y c¢yQq tienen el mismo término principal. Por lo tanto, P, :=
P — ¢pQp tiene un término principal estrictamente menor (de acuerdo al orden
lexicografico graduado) que el término principal de P.

Repetimos el proceso anterior. Como P; es simétrico al serlo P y (g, su
término principal clxlf . xf{l verifica by > .-+ > b,. Definimos ); como la
expresion analoga a )y en términos de los polinomios simétricos elementales
de manera que P; y ¢;(); tengan el mismo término principal. Continuando de

esta manera, obtenemos polinomios
P() = P,
P =P — cyQo,
Py =P — Qo — a1,
Py =P —coQo — c1Q1 — 2Qo,



donde el término principal de P; es estrictamente mayor que el de P;y;. Pode-
mos asegurar que P, = 0 para cierto m € N, ya que en caso contrario existiria
una sucesion infinita de polinomios no nulos con términos principales estric-
tamente decrecientes, contradiciendo el hecho de que existen finitos monomios
menores al término principal de P.

Por lo tanto,

m—1
1=0

Cada polinomio @); es un producto de potencias de los polinomios simétricos
elementales en z1,...,x,, y luego

m—1 m—1
P= ZCZQZ = ZciQi(Ul,...,O’n) € F[O’l,...,O'n].
i=0 i=0

La prueba de la unicidad de esta expresion de P puede encontrarse en
Teoria de Galois, de David Cox (2012). O

3. El Cuerpo de los Numeros Algebraicos

A continuacién probamos una de las propiedades més interesantes sobre el
conjunto de ntmeros algebraicos: sus elementos forman un cuerpo. La suma
y el producto de dos niimeros algebraicos es, entonces, un niimero algebraico.
Gracias a esto ultimo estaremos en condiciones de probar facilmente la natu-
raleza algebraica de una infinidad de nimeros, ya que cualquier combinaciéon
lineal algebraica de niimeros algebraicos resulta ser un niimero algebraico.

Teorema 1.3.14. El conjunto de nimeros algebraicos es un cuerpo con la
suma y la multiplicacion usual.

Demostracion. Debemos probar que la suma y el producto de dos ntimeros
algebraicos es un nimero algebraico, y que el inverso de un ntamero algebraico
es también algebraico. Se sigue la prueba dada por Niven [2].

Dados « y 8 ntumeros algebraicos de grado m y n respectivamente, veamos
que a+ f3 es algebraico. Sea P(x) = 2™ +a,,_12™ '+ -+az+ag el polinomio
minimo de . Notemos que la igualdad P(«) = 0 permite expresar a o™ como
combinacién lineal racional de 1, o, 02 ..., a™ . Concretamente,

am = —a,_ 0™ — o — g — ag,

y por lo tanto

am—i—r — _am_lam+r—1 . alar—H - CL()OZT

10



para todo n € N. Reemplazando los términos con exponente mayor a m por la
expresion de o™ podemos concluir que o es combinacion lineal racional de
1,a,0?,...,a™ ! para todo r € N. Analogamente, """ es combinacion lineal
racional de 1,3, 8%,..., " ! para todo r € N.

Consideremos ahora los mn + 1 ntimeros

La+p, (a+p8)?% ..., (a+p)""

Expandiendo la expresion de cada ntmero y reemplazando las potencias de
«a 'y [ con exponentes mayores que m y m por sus respectivas expresiones,
obtenemos que cada uno de estos mn-+1 ntimeros es combinacién lineal racional
de los mn ntmeros a? 8%, con j =0,1,...,m—1yk=0,1,...,n—1. Es decir,
existe una matriz A € QU +)xmn ta] que

1 1

a+p a

(a+p8)? [=a| B
(a_i_ﬁ)mn Oémﬁn

Como la matriz A tiene a lo sumo rango mn, podemos concluir que existe
k€ {1,...,mn} tal que (a + B)* puede expresarse como combinacién lineal
de (a+ B)%, parai=0,1...,mn, i # k. Concretamente,

(a+B) =cpnla+B)™ + - +epm(a+B) " +ea(a+ B+ 4 q.

Es decir, si ¢y := —1, a + (3 es raiz del polinomio (no nulo) a coeficientes

racionales
mn
i
P(z) = E ¢,
i=0

y por lo tanto es un niimero algebraico.

El razonamiento para demostrar que af es algebraico es completamente
anélogo; en lugar de las potencias de a 4+ f se deben considerar las potencias
de af.

Por dltimo, notemos que si o es un nimero algebraico de grado m y P es
su polinomio minimo, luego
~ m 1
P(z)=a2"P (-
x

es un polinomio no nulo a coeficientes racionales, y

P (é) = aimp(a) = 0.

11



Si bien destacamos la conveniencia de poder atribuirle al conjunto de nu-
meros algebraicos la estructura de un cuerpo, la propiedad mas fascinante se
presenta a continuaciéon. El cuerpo de los ntimeros algebraicos resulta ser al-
gebraicamente cerrado. Esto es, toda raiz de un polinomio a coeficientes
algebraicos es a su vez un nimero algebraico. En consecuencia, la clausura
algebraica de QQ son los niimeros algebraicos, razoén por la cual el cuerpo de
los niimeros algebraicos suele notarse por Q.

Como quizés el lector haya notado, los resultados de esta seccién no solo
tienen como propoésito profundizar la comprension de los ntmeros algebrai-
cos. Cada estructuracion, caracterizacion y teorema que incluya a los ntimeros
algebraicos es automaticamente una herramienta en toda prueba sobre tras-
cendencia. Como veremos mas adelante en esta monografia, las pruebas en la
teoria de niimeros trascendentes son intrinsecamente complejas, por lo que es
indispensable construir un arsenal de herramientas de la teoria de ntmeros
algebraicos a la hora de afrontar los nimeros trascendentes.

Probamos en primer lugar un lema dado por Niven [2], necesario para
demostrar que QQ es algebraicamente cerrado:

Lema 1.3.15. Sean aq, ..., q, las raices de un polinomio
P(x) =bz" + a;z" ' + -+ + a, € Z[].
Sea Q € Qlxy,...,x,] un polinomio simétrico. Luego, Q(ay,...,a,) € Q.
Demostracion. Notemos que baq, ..., ba, son las raices de
byrip (%) = 2"+ a1 2"+ basx™ 4 D P+ b .

Como el polinomio anterior es a coeficientes enteros, por el Corolario 1.2.12 los
polinomios simétricos elementales o (bay, . .., bay,) son a coeficientes enteros.

Por otro lado, para cualquier polinomio simétrico elemental o de grado r
(es decir, 0 = 0,.),

olbay,...,bay) =bo(ag,..., o),

ya que cada término del polinomio es el producto de r variables. Ahora, el
Teorema Fundamental de los Polinomios Simétricos nos permite expresar a ()
como un polinomio de Q[oy, ..., 0,]. Concretamente,

Q(z1,...,xp) :co—l—chak(xl,...,wn),
k=1
donde ¢, € Q para k =0,1,...,n. Por lo tanto,

"Q(aq, ..., ap) =b"co + Z b epo(ba, . . ., bay,)
k=1

es un numero racional, y asi Q(ay, ..., a,) lo es. O

12



Teorema 1.3.16. Toda raiz de un polinomio P(x) a coeficientes algebraicos
es un numero algebraico.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que P es moénico. Lue-
go P(z) = 2" + a,x™ ' + -+ - + apx + ay, donde ay, . . ., a, son nimeros alge-
braicos. Podemos identificar a P como un polinomio a coeficientes racionales
en las variables x, ay, ..., a,. Notemos por P a dicha identificacion. Es decir,
P e Qx,a1,...,q,.

Sean 1 := aq, Pa, .. ., Bk las raices del polinomio minimo de ;. Definimos
Q € Q[x, s, ..., q,] de la siguiente manera:

k

Qr,e,...,ap) = H]B($,ﬁ,~,a2, Ce, Q).

i=1

Noétese que las raices de P son raices de Q. Ademas, Q es un polinomio simétrico
con respecto a f1,...,3,. Mas aun, expandiendo el producto en la definicién
de () se puede observar que cada coeficiente de () es un polinomio simétrico de
Q[p1, - - -, Bnl]- Aplicando el Teorema Fundamental de los Polinomios Simétricos
y el Corolario 1.2.12 obtenemos que cada uno de estos coeficientes es un niimero
racional. Por lo tanto, podemos reescribir a () de la siguiente manera:

Qz,ag,...,0p) = "+ froi(ao, ... ,an)a:h’l + -+ folag, ..., an),

donde f; € Q[z, s, . .., a,]. Como los nimeros algebraicos forman un cuerpo,
cada una de las funciones f; evaluadas en as, ..., «, corresponden a un nime-
ro algebraico. Asi, repitiendo el proceso anterior n — 1 veces obtenemos una
expresion para () que no depende de ninguno de los ntmeros algebraicos «;.
Esto es, @ es de la forma

-1
a® + as—1x° + -+ + ao,

donde a; € Q parai=10,...,s— 1. Por lo tanto, toda raiz de ) es un nimero
algebraico, y en particular todas las raices de P (y por ende de P) son niimeros
algebraicos. |

13



Capitulo 2

Numeros Trascendentes

Quitemos el foco de los niimeros algebraicos para comenzar a estudiar los
ntmeros trascendentes en si.

Como se advirtio en el capitulo anterior, las pruebas sobre trascendencia
usualmente tienen un grado de dificultad mayor que las demostraciones que
aseguran que un numero dado es algebraico. Por un lado, tan solo aplicando
la Definicién 1.1.1 probamos la naturaleza algebraica de una infinidad de nu-
meros, ya que encontrar un polinomio del cual un nimero dado sea raiz es lo
linico necesario para asegurar que dicho niimero es algebraico. Sin embargo, la
dinamica es completamente distinta en pruebas sobre trascendencia. En estos
casos se debe demostrar que el nimero en cuestiéon no es raiz de ningin polino-
mio no nulo a coeficientes racionales. Si bien veremos que es posible construir
funciones que permitan deducir esto, no existe un criterio general para deter-
minar la trascendencia de un nimero, ni tampoco resultados que refieran a la
trascendencia de combinaciones aritméticas de niimeros trascendentes.

Ante la ausencia de un criterio generalizado y la dificultad intrinseca a
este tipo de pruebas, la gran mayoria de las demostraciones se realizan por
contradiccién, suponiendo que el nimero en cuestion es algebraico.

Para comenzar, consideremos dos resultados relativamente simples.

Teorema 2.0.1. « = a+ib € C (con a,b € R) es un nimero trascendente si
y solo st Rea = a es trascendente o Jma = b es trascendente.

Demostracion. Si a = a + 1b (a,b € R) es trascendente pero a y b son alge-
braicos, al ser Q un cuerpo obtenemos que o = a + ib es algebraico, una clara
contradiccion.

Reciprocamente, supongamos sin pérdida de generalidad que a es trascen-
dente pero que « es algebraico. En dicho caso, @ (el conjugado de «) también es
algebraico ya que es raiz del polinomio minimo de «, al tener dicho polinomio
coeficientes racionales (y en particular, reales). Por lo tanto,

a+a
2

a =
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es un numero algebraico, nuevamente una contradiccion. O

Equivalentemente, el teorema anterior establece que un niimero es algebrai-
co si y solo si sus partes real e imaginaria son ntimeros algebraicos.

Teorema 2.0.2. Si « y 3 son numeros trascendentes, entonces o+ 3 es tras-
cendente o afs es trascendente.

Demostracion. Si suponemos que ambos a+ § y «f son niimeros algebraicos,
el polinomio P(x) = (z — a)(z — B8) = 22 — (o + B)z + af es a coeficientes
algebraicos. Del Teorema 1.3.16 obtenemos que a y [ son algebraicos, contra-

diciendo lo supuesto. O

Todavia no hemos probado que existen ntimeros trascendentes. Si bien se
puede intuir que este es el caso (si no existieran los nameros trascendentes,
tampoco lo haria esta monografia), debemos de alguna forma garantizar la
trascendencia de al menos un ntmero.

Georg Cantor fue quien formaliz6, con su mirada puesta en el infinito, uno
de los conceptos mas ttiles e interesantes de la matemaética: la cardinalidad de
un conjunto. Probemos el siguiente resultado sobre la cardinalidad del cuerpo
de los nimeros algebraicos, para luego deducir la del conjunto de niimeros
trascendentes y asi, de una vez por todas, demostrar formalmente su existencia.

Teorema 2.0.3. Q es numerable.

Demostracion. Comencemos observando que Q[x] es numerable. Efectivamen-
te, para n € Ny el conjunto

Qulz] = {P € Qx] : P es de grado n}

es numerable al serlo Q, y es claro que

Qlz]\ {0} = | Qulz]

neN

es numerable, al ser unién numerable de conjuntos numerables (el grado del
polinomio nulo se define como —1).

El Teorema Fundamental del Algebra establece que todo polinomio no nulo
de Q|z] de grado n tiene a lo sumo n raices complejas distintas. Por lo tanto,
el conjunto

Q= U {z : x es raiz de P}

0#PeQ[z]

es numerable al ser unién numerable de conjuntos finitos. O

Corolario 2.0.4. FEl conjunto de nimeros trascendentes es no numerable.
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Demostracion. El resultado surge del Teorema 2.0.3 y de la no numerabilidad
de C. Como C es union disjunta de Q y C\ @, debe haber una cantidad infinita
no numerable de ntimeros trascendentes. O]

La teoria de la medida brinda otra herramienta 1til a la hora de sacar con-
clusiones sobre los niimeros trascendentes. Notemos que al ser Q numerable, es
un conjunto de medida nula, y luego “casi todo” niimero complejo es trascen-
dente. En cierto modo, podria decirse que los ntimeros algebraicos “no ocupan
espacio” en el plano complejo.

1. Numeros de Liouville

Los resultados de esta seccion, originalmente propuestos por Joseph Liou-
ville [3|, constituyen los primeros avances formales en la teoria de nimeros
trascendentes.

Definicién 2.1.5. a € R es un namero de Liouville si para todo n € N
existe algun racional p/q, con p,q € Z y ¢ > 1, tal que

0<

p’ 1
o — — .
ql q"

El conjunto de ntimeros de Liouville es no vacio: veamos que

o0

o= 22’”!

n=0

verifica la Definicion 2.1.5. .
Sea n € N. Consideremos ¢ = 2" y p = ¢ > 27*. Luego,
k=0

o0 o [ee]
o — E' — Z 2716! — Z 271(:! < Z 2716 — 2*(n+1)!+1 S 2fn!n — in
q k=n+1 k=n+1 k=(n+1)! 4

Mas generalmente, podemos probar lo siguiente: fijados un niimero natural
b > 1y una sucesion (a,)nen tal que a, € {x € Ng: 0 <z < b — 1} para todo
n € Ny a, # 0 para infinitos n, el nimero

o0

—_n!

o= E apb™™
n=1

es un numero de Liouville.
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El procedimiento es similar al anterior: dado n € N definimos ¢ = b™ y
n

p=q> apb . Luego,

k=0
0< |a— ]—?‘ = ap™< > -1
q k=n+1 k=n+1
Por otro lado,
(o) o0 1
R (e e e ) B S e i
k=n-+1 k= (n41)! q

Es decir, a verifica la Definicion 2.1.5.
Teorema 2.1.6. Todo numero de Liouville es irracional.

Demostracion. Supongamos que « es un niamero de Liouville racional. Sean
a,b € Z coprimos tales que b > 0 y a = a/b. Consideremos también n € N tal
que 2" ' > by p,q € Z como en la Definicion 2.1.5. Es decir, p y ¢ verifican

1
0< |a— ]—9’ < —.
q q"
Ademés,
—b
0< |2 B 2P)
b ¢ bg
Notemos que, de la desigualdad anterior, |ag — bp| > 1. Por lo tanto,
1 —b 1
1. u‘ N
bg bq al q"

De estas desigualdades podemos concluir que ¢™ < bq. Entonces,
¢ t<b<2ml

Sin embargo, la desigualdad ¢"~! < 2"~! implica que ¢ < 1, contradiciendo el
hecho de que ¢ > 1 de acuerdo a lo establecido en la Definicién 2.1.5. Por lo
tanto, «a es irracional. O

Habiendo probado la irracionalidad de todo ntmero de Liouville, es na-
tural que surja el interrogante sobre su trascendencia. A propoésito de esto,
Liouville logra encontrar una condicién necesaria para que un numero dado
sea algebraico, y por lo tanto, una condicion suficiente para su trascendencia.
La estrecha relacion entre esta condicion y la dada en la Definicion 2.1.5 es la
esencia del Teorema de Liouville (sobre aproximacion diofdntica), presentado
a continuacion. La demostracion del teorema sigue las ideas originales de Liou-
ville, analizadas con mayor claridad por Baker [4], y la prueba del corolario
subsiguiente hace uso de ideas propuestas por Oxtoby [5].
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Teorema 2.1.7. (Teorema de Liouville) Sea o un nimero algebraico de grado
n > 1. Luego, existe C' > 0 tal que para cualesquiera p,q € Z, con q > 0,

Demostracion. Notemos que « es irracional al ser de grado mayor que 1. Sea
P € Zx] de grado n tal que P(a) = 0, y sean a,...,q,, las raices de P
distintas de . Definimos

» M= mix |P'(z)],

z€[a—1,a+1]
» C<min{l, L |Ja—ai,...,|la— o}

Supongamos que existen p,q € Z, con ¢ > 0 tales que

a—]—)’ Sg.
q q"
Luego,
C 1
a—g‘§—§C<ml'n{l,—,|oz—a1|,...,|a—am|}.
ql — q" M

Es decir, p/q € [« —1,a+ 1] y p/q no es raiz de P. Suponiendo sin pérdida de
generalidad que o > p/q, apliquemos el Teorema del Valor Medio sobre P en
el intervalo [p/q, a]. Ya que P(a) =0 = P(p/q) — P(p/q), obtenemos

—P(p/q) = P(o) — P(p/q) = (o — p/q)P'(N)

para algun A\ € (p/q, «). Ademas, P'(\) # 0.

Por otro lado, es claro que P(p/q) € Q y que el denominador de P(p/q) es
q", al ser P de grado n. Ademas, el numerador de |P(p/q)| necesariamente es
mayor o igual a 1. Por lo tanto,

‘Oz_zg‘zlP(/p/q)l2 1 >£7
q [P\ — Mg qn

una contradiccion a lo supuesto. O
Corolario 2.1.8. Todo niumero de Liouville es trascendente.

Demostracion. Supongamos que cierto numero de Liouville « es algebraico.
Segiin lo probado en el Teorema 2.1.7 existe C' > 0 tal que cualesquiera sean
p,q € Z con q > 0, vale la desigualdad




donde n = deg(a).
Sea r € N tal que 27" < . De la Definicion 2.1.5, existen p,q € Z, con
q > 1 tales que

‘ p‘ 1 1 1 C
a——| < — S S )
q qn—H" qnqr qn2r qn
lo cual resulta en una contradiccién. O

Todo nimero de Liouville se define de manera que pueda ser muy bien
aproximado mediante niimeros racionales. Interpretando la Definicion 2.1.5, si
a es un nimero de Liouville, para cualquier n € N existe un ntimero racional
p/q a distancia menor que 1/¢" de . En base a esto, lo que el Teorema de
Liouville plantea es que si un ntmero es algebraico, entonces no puede ser
aproximado por racionales de esta manera.

Sin embargo, la caracteristica mas importante de los nimeros de Liouville
no refiere simplemente a la cualidad de poder ser aproximados por niimeros
racionales, sino a la ‘“rapidez” de esta aproximacion. Para poner esto tltimo en
perspectiva, consideremos el conjunto

{reQ:2® <2}

Dicho conjunto tiene a v/2 como supremo en R, por lo que para cualquier
e > 0 existe z € Q tal que V2 — e < z < V2. Es decir, podemos encontrar
nimeros racionales arbitrariamente cercanos a /2.

En el caso de un nimero de Liouville «, la distancia entre o y p/q (donde
p v q quedan determinados por algin n € N) depende ezponencialmente de
q. Por esta razon, algunos de los ejemplos vistos de ntimeros de Liouville son
sumas infinitas de racionales p, /¢, tales que 1/g, tiende a 0 muy rapidamente
(concretamente, méas rapidamente que 1/¢™).

Destaquemos algunas propiedades que verifica el conjunto de niimeros de
Liouville. Llamemos L a dicho conjunto.

Teorema 2.1.9. L es no numerable.

Demostracion. Seab e N, b> 1y

A= {Zanb_"! :0<a, <b-—1Vn €N, a, # 0 para infinitos n}

n=1

Anteriormente probamos que todo elemento de A es un ntmero de Liouville,
es decir, que A C L. A es no numerable, ya que cada nimero de A esté
univocamente determinado por la sucesion a,, asociada a él, y el conjunto de
este tipo de sucesiones es no numerable. La prueba de esto ultimo se deduce
directamente del argumento de diagonalizaciéon empleado originalmente por
Cantor para probar la no numerabilidad de R. O
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Las ideas de la siguiente demostracion se atribuyen a Oxtoby [5].
Teorema 2.1.10. L tiene medida de Lebesgue nula.

Demostracion. Veamos que para todo m € N, L N (—m, m) tiene medida de
Lebesgue nula.
Paran,g € N, conn > 2y q > 1, sea

=Y (i)

PEZL

o0

Notese que L C | 1,4, ya que L es el conjunto de nimeros a distancia menor
q=2

que 1/¢™ de cualquier racional p/q. Por lo tanto,

LN (—=m,m) C D(Inqm U U ( §+qin>.

q=2 q=2 p=—mgq

La longitud de cada uno de estos intervalos es

1 1 2
(¢2)-(-3)-3
q q qa g q

Luego, teniendo en cuenta que la medida de Lebesgue A sobre intervalos coin-
cide con su longitud, obtenemos

00 mq 00 00
LN Emm) <30 3 S =3 Zemgr <Y T <
q=2 q=2

n—1
q=2 p=—mgq q
> 1 V-1 4m+2
< = .
_(4m+2)/1 pr= (4m+2)b1550 5 >
Observando que 4m+2 — 0sin — oo podemos concluir que A\(LN(—m, m)) =0
para todo m € N. Por lo tanto, A(L) = 0. O

L sirve como un ejemplo de conjuntos con la curiosa propiedad de ser no
numerables y tener medida nula (calculamos la medida de L a continuacion).
En base a esto podemos concluir que los nimeros de Liouville “casi no ocupan
espacio” dentro del conjunto de ntimeros trascendentes, lo que a su vez da lugar
a una intrigante revelacion: existen (muchos) niimeros reales trascendentes que
no son de Liouville. La busqueda del conocimiento en la teoria de nimeros
trascendentes recién comienza.

Corolario 2.1.11. Existen numeros trascendentes que no son de Liouville.

Demostracion. Como Q y L tienen medida 0 en R, el conjunto de ntimeros
reales, trascendentes y no de Liouville tiene medida positiva en R. Por lo
tanto, es no vacio, y méas aun, no numerable. O
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1.1. Versiones Fuertes del Teorema de Liouville

La teoria de aproximacion diofantica es el area de la matematica que estudia
la aproximacién de niimeros reales mediante ntimeros racionales. El Teorema
de Liouville fue de gran importancia en esta linea de investigacion, al ser el
primer resultado que determiné una cota inferior para la aproximacion de nu-
meros reales algebraicos. Recordemos que segtn dicho teorema, para cualquier
niamero algebraico o de grado n > 1 existe una constante C'(a)) > 0 tal que

C(a)
qn

>

‘a—p > O(a)

q

cualesquiera sean p, ¢ € Z, con q > 0. Efectivamente, C'(«) es una cota inferior
en la aproximaciéon de a por racionales.

En relacion al resultado probado por Liouville, surgi6 el interrogante sobre
la existencia de cotas mas estrictas en la aproximacion diofantica de niimeros
algebraicos. El objetivo principal de esta busqueda, segin Gelfond [6], era
encontrar un valor “6ptimo” del exponente en el denominador de C'(«)/q". Es
decir, encontrar una constante 6 = 6(n) tal que si @ es un nimero algebraico
de gradon > 1y ¢ > 0, exista una constante C(«, ) > 0 que verifique

C(a,e)

q9+€

para cualquier namero racional p/q (p,q € Z, g > 0), y esto no se verifique si
e < 0. Notemos que encontrar una cota superior para # consiste en probar lo
anterior sin la necesidad de probar la no validez para € < 0. De esta manera,
con su espléndido teorema, Liouville demostré que dicho valor éptimo 6(n)
debe ser menor o igual a n.

Observemos, ademas, que para encontrar una cota 6 para 6 basta con probar
lo siguiente: si a es un niimero algebraico de gradon > 1y e > 0, la desigualdad
P' <L

q0+5

tiene finitas soluciones p/q, con p,q € Z y q > 0. Habiendo probado esto,
la eleccion de una adecuada constante C' = C(«, €) permite asegurar que no
existen soluciones racionales p/q para la ecuacion

C
_ (9{%, €)
q’te

Y

y por lo tanto la desigualdad inversa vale para todo p y q.
Veamos, ademés, como el descubrimiento de cotas mas estrictas para 6 im-
plica directamente la trascendencia de una mayor cantidad de ntimeros. Tal

21



descubrimiento podria ser formulado de manera similar al Teorema de Liouvi-
lle, cambiando el exponente en el denominador de C'/¢™ por la respectiva cota,
llamémosla 6 = 9~(n) Luego, podemos considerar niimeros con la propiedad de
que para todo n € N y todo € > 0 existe algun racional p/q, con p,q € Z y
q > 1, tal que

0<

1
a-Bla ——
q’ qe(n)+5

es decir, una propiedad casi idéntica a la dada en Definicién 2.1.5 con la ex-
cepcion de un cambio en el exponente del lado derecho de la desigualdad. Una
modificaciéon similar en el Corolario 2.1.8 demuestra, mediante una prueba
analoga, la trascendencia de esta nueva clase de nameros.

En base a lo anterior, es claro que los resultados sobre aproximacion dio-
fantica de nimeros algebraicos son relevantes en la teoria de nimeros trascen-
dentes. Afortunadamente, durante el siglo XX diferentes mateméticos lograron
fortalecer la condicién originalmente propuesta por Liouville, y, si bien las de-
mostraciones escapan el objetivo de esta monografia, se considera importante
enunciar los principales resultados. El primero de ellos fue dado en 1909, cuan-
do Axel Thue [7] prob6 que el exponente 6ptimo 6 no es mayor a n/2 + 1:

Teorema 2.1.12. (Teorema de Thue) Sea o un nimero algebraico de grado
n>1, yseaec > 0. Luego, la desigualdad

1

q§+1+€

P
a__

q

<

tiene finitas soluciones p,q € Z, con q > 0.

Carl Siegel [8] logro mejorar la cota propuesta por Thue, probando en 1921
que (n) < 2y/n, y en 1947 Freeman Dyson [9] demostré que 8(n) < v/2n. El
altimo gran resultado en la materia es el siguiente, probado por Klaus Roth
[10] en 1955. Suele llamarse Teorema de Thue-Siegel-Roth en reconocimiento
de la importancia de los avances anteriores.

Teorema 2.1.13. (Teorema de Thue-Siegel-Roth) Sea o un nimero irracional
algebraico de grado n, y sea € > 0. Luego, la desigualdad

1
q2+5

tiene finitas soluciones p,q € Z, con q > 0.

Roth logré probar que 8 < 2. Dicho valor resulta ser 6ptimo; puede probarse
que la desigualdad deja de ser vélida si € = 0. Por lo tanto, § = 2. Este
magnifico resultado concluye una linea de investigaciéon abierta por mas de un
siglo, y fue suficiente para otorgarle a Roth la medalla Fields en 1958.
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Si bien el Teorema de Thue-Siegel-Roth es el “mejor posible” en la busqueda
de exponentes de ¢, una conjetura propuesta por Lang fortalece este resultado
reemplazando ¢¢ por In(q)'*e.

Conjetura. Sea o un numero irracional algebraico de grado n, y sea € > 0.
Luego, la desigualdad

P 1
a _ —

a|  ¢*In(g)'+e
tiene finitas soluciones p,q € Z, con q > 0.

<

La superioridad de esta conjetura por sobre el Teorema de Thue-Siegel-

Roth radica en que
1 1

<
q2+5 q2 ln(q>1+s

si ¢ es suficientemente grande.
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Capitulo 3

Resultados Notables

En el presente capitulo se exponen los resultados méas importantes en la
teoria de niimeros trascendentes. Es fundamental en una introducciéon a esta
rama de la matemética poder dar una nocién de las ideas subyacentes que
tienen en comiin las demostraciones sobre trascendencia. A grandes rasgos, la
gran mayoria de estas pruebas consisten en construir funciones auxiliares que
permitan arribar a una contradiccion, habiendo supuesto inicialmente que el
nimero en cuestion es algebraico. Por ejemplo, para demostrar el principal re-
sultado de la proxima seccion, deducimos ecuaciones donde el lado izquierdo de
la igualdad es un ntimero entero pero el lado derecho puede ser arbitrariamente
pequeno en valor absoluto.

1. Trascendencia de e

Si bien la trascendencia de la constante e fue probada originalmente por
Charles Hermite en 1873, la demostracién presentada en esta monografia es
una version simplificada ideada por Hilbert [11] posteriormente. Se incluyen
algunos aspectos de la prueba en forma de lemas con el proposito de simplificar
la lectura e introducir las propiedades de la funcién auxiliar que utilizaremos.

Lema 3.1.1. Sea f(z) = Y axx® € Z[x]. Para todo p € N, la integral
k=0

I(p) = /000 P f(z)e “dx

es un numero entero divisible por todo entero positivo menor que p. Mds ain,
st p es primo y p no divide a ag, entonces p no divide a 1(p).

Demostracion. Recordemos que la funcion



conocida como funcién Gama, esta bien definida para los niimeros reales posi-
tivos, y verifica la siguiente propiedad:

T(t) = (t— DIt - 1).

Observando ademas que I'(1) = 1 obtenemos que I'(n) = (n — 1)! paran € N.
Trabajando la expresion de I(p),

1) = [ e o
0
:/ Pt (Z akxk> e *dr = Zak/ P et dy =
0 k=0 k=0 0

=> al(p+k) =) alp+k—1)=
k=0 k=0

=ao(p— 1) +aipl+ -+ a,(p+n— 1)L

Como f € Z[z], la expresion del ultimo renglon es un namero entero.
Ademas, cada término incluye a (p — 1)! como un factor, por lo que todo
entero positivo menor a p divide a la expresion. Por otro lado, si suponemos
que p es primo y p 1 ag, entonces p no divide a la expresion, ya que no divide
a ap(p— 1)L O

Lema 3.1.2. Sean n,p,k € N. Si k <n, la integral,

/koo Pz —1)- (z—n) e da

es un numero entero divisible por todo entero positivo menor o igual que p.

Demostracion. Dados n, p, k € N supongamos que k£ < n. Aplicando el cambio
de variables u =z — k,

00 00 n p
/ 2P (= 1) (x —n)]P " Pde = / (u+k)r—! [H(u +k— ])] e “du.
k 0 i1
Uno de los términos del producto [](u + k — j) es igual a u, por lo que
j=1
podemos reescribir la integral en cuestiéon como

| wswea,

0

donde
flu) = (u+ kP [t k=)
j<n
J7#k
Aplicando el Lema 3.1.1, esta integral resulta ser un ntumero entero divisible
por todo entero positivo menor que p + 1. O
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Teorema 3.1.3. e es trascendente.

Demostracion. Supongamos que e es un niamero algebraico. Sea P € Z[x] tal
que
Ple) =ap+are+---+aye” =0.

Buscamos llegar a una contradicciéon. Consideremos
oo
1) = [ o fla)e v,
0

donde p € N es algin ntimero primo mayor que n,y f(z) = [(z — 1) -+ (x — n)]".
Multiplicando por I(p) en la ecuacién P(e) = 0 obtenemos la ecuacion

Z are™I(p) = Zakek/ P f(2)e " dx = 0.
k=0 k=0 0
Descomponemos la k-ésima integral de la sumatoria (kK = 1,...,n) en dos

integrales, una entre 0 y k£ y la otra de k en adelante, llegando a la expresion
aol (p) + z": ape” (/Ok 2P f(2)e " dr + /koo xplf(x)exdx> =P+ P,=0,

k=1
donde

Py = apl(p) + iak /OO Pz — 1) (x —n)P e da,

k=1 k
n k
P, = Z akek/o 2P (- 1) (x —n)]P e “da.
k=1

De los lemas anteriores, P; € Z. Ademés, como p es primo y p > n, p no
divide a (—1)"n!, el término independiente de f(x). Del Lema 3.1.1, entonces,
p no divide a I(p). Como P si divide a los términos de la sumatoria presente
en P, (por Lema 3.1.2 y ya que f(z) € Z[z]) podemos concluir que p no divide
a Py. Es decir, P, # 0 (mod p) y luego P, # 0.

Por otro lado, consideremos

P, P.
—1' Qs = —2'
(p— 1! (p—1)!
Claramente, @)1 # 0. Del Lema 3.1.1, (p—1)! divide a todos los términos de Py,
por lo que @)1 € Z. Veamos que si p es lo suficientemente grande, |Qq] < 1/2.

De la continuidad de todo polinomio, podemos asegurar la existencia de
una constante M > 0 que verifique

ﬁ|x—k|§M
k=1

Q1=
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para x € [0,n]. Luego, trabajando el k-ésimo sumando de @)y (llamémoslo
()2, ), con k =1,...,n, obtenemos

1Qa,| = —|ak|ek /ka:pl [(z —1)--(x —n)]P e “dz
* (p—=1D!|Jo
‘ak|ek /k p—1 P
< x r—1)---(r —n)| dr
e AL CEE R
k
SM/ L= VP
(p—1! Jo
et EM)
= laxle (p— DV
Es claro que
kM)P
i k ( —
oo 191 0 1))

Entonces, para 1 < k < n es posible elegir nimeros primos mayores a n
(lamémoslos py) de manera que

1
< —.

Sip:=méax{pi,...,pn},

Logramos llegar a una contradiccion. Notemos que P; + P, = 0 implica
que Q1 + Q2 = 0. Sin embargo, 0 # Q1 € Z y |Q2| < 1/2. Por lo tanto, la
suposicion inicial de que e es algebraico no es valida. Concluimos que e es un
numero trascendente. 0

2. Teorema de Lindemann-Weilerstrass

El teorema presentado a continuacién fue propuesto por Lindemann en
1882 y probado rigurosamente por Weierstrass en 1885. Es considerado uno de
los mayores avances en la materia.

Hacemos uso del siguiente concepto en el enunciado del teorema:

Definicién 3.2.4. «a4,...,a, € C son algebraicamente independientes
sobre Q si no existe ningtn polinomio no nulo P € Q[zy,...,z,]| tal que
P(ay,...,a,) =0.
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Teorema 3.2.5. (Teorema de Lindemann-Weierstrass) Si aq, ..., a, son ni-
meros algebraicos linealmente independientes sobre QQ, entonces e®',... e
son algebraicamente independientes sobre Q.

Baker [4] demostré en 1990 que el siguiente teorema es una formulacion
equivalente del Teorema de Lindemann-Weierstrass. Presentamos una idea ge-
neral de la prueba de la formulacion de Baker.

Teorema 3.2.6. Para niumeros algebraicos distintos o, . . ., &, Y para nimeros
algebraicos no nulos By, ..., B,, se verifica

Bre® 4+ B £ 0,

Es decir, e, ... e* son linealmente independientes sobre Q si aq, ..., son
numeros algebraicos distintos.

m
Demostracion. Dado un polinomio a coeficientes reales f(z) = > axz®, la
k=0

funcién auxiliar a utilizar en este caso es

I(t) = /0 e ()

Integrando por partes m = deg(f) veces obtenemos

I(t) ="y fO0) =3O,

j=0 =0

y podemos acotar a I(t) de la siguiente manera:

t m
(1)) < / €t F(@)|dz < [telS Jal It
0 k=0

Los pasos a seguir en la demostracion son los siguientes:

1. Se supone que la tesis es falsa: es decir, S + - -+ + (3,e*" =

2. Se definen ciertos polinomios f; de grado np— 1 para algin p € N, y para
t=1,...,n se considera

L) = /0 et fi()dz.
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3. Se asocia a cada polinomio f; el nimero J; = B11;(aq) + - - + Bnli(ay).

Luego,
Ji = Zﬁk-fi(ak)
k=1
n np—1 . n np—1 .
-3 (e S 0) - 30 (43 o)
k=1 =0 k=1 =0
np—1 4 n np—1 n 4
_ (Z fi(j)(0)> <Z Bkeak> _ ﬁkfi(J)(CYk)
=0 k=1 J=0 k=1
np—1 n '
= =2 > At o).
j=0 k=1
4. Parat=1,...,n, se prueba que J; es un ntimero entero no nulo divisible
por (p — 1)I. De esta manera JyJs---J, es un entero no nulo divisible
por [(p — DI".
5. Se acota el producto |JyJs - - - J,,|. De lo anterior, |J;Jy -+ J,| > (p— 1)L
np—1

Ademés, si fi(z) = > a; 2,
k=0

n n np—1
il < Z |Bel i (a)| < Z | Brauy el (Z |aij|\ozk|]> < CP
k=1 k=1 7=0

para alguna constante C' € R cuya elecciéon no depende de p. La contra-
diccion surge de la desigualdad (p — 1)! < C? y de la arbitrariedad de p;
si p es suficientemente grande, la desigualdad no se verifica.

[]

Claramente, la formulaciéon de Baker implica el Teorema de Lindemann-
Weierstrass: si aq,...,q, son nimeros algebraicos linealmente independien-
tes sobre Q v P(z1,...,2,) = Y. b}t ---2i» € Q[zy,...,x,] tenemos que
P(e®, ... e%) = bherort+inon v Jog exponentes de e en cada término de
P(e*, ... e ) son nimeros algebraicos distintos. Aplicando la formulacion de
Baker, obtenemos que P(e®,... e ) =0 siy solo si P = 0.

Es dificil sobreestimar la importancia del Teorema de Lindemann-Weierstrass
en la teoria de niimeros trascendentes, ya que sus principales consecuencias co-
rroboran conjeturas historicas sobre la trascendencia de ntimeros omnipresen-
tes en la matematica. Veamos algunos de estos ejemplos destacables, analizados
en detalle por Niven [2].
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Teorema 3.2.7. e es trascendente para todo nimero algebraico o # 0.

Demostracion. El conjunto {a} es linealmente independiente sobre Q. Apli-
cando el Teorema de Lindemann-Weierstrass, no existe 0 # P € Q|x] tal que
P(e*) = 0. Esto es, e* es trascendente. O

El resultado anterior es conocido como Teorema de Hermite-Lindemann.
Fue probado por Lindemann en 1882 utilizando métodos originalmente pro-
puestos por Hermite en su prueba de la trascendencia de e. Lindemann con-
jetur6 el Teorema de Lindemann-Weierstrass como una generalizaciéon natural
del Teorema de Hermite-Lindemann.

Teorema 3.2.8. In(a) es trascendente para todo mumero algebraico o, con
a # 0,1 (si ln(a) asume mds de un valor, todos los valores que asume son
trascendentes).

Demostracion. Considerando algun § € C que verifique In(a) = 3, si supone-
mos que 3 es algebraico el Teorema de Hermite-Lindemann asegura que e’ = o
es trascendente, una clara contradiccion. O

Teorema 3.2.9. 7 es trascendente.

Demostracion. Supongamos que 7 es algebraico. Entonces ¢7 también lo es, al
ser ¢ algebraico. La contradiccion se deduce de aplicar el Teorema de Hermite-
Lindemann, del cual obtenemos que ¢™ = —1 es trascendente, es decir, una
contradiccion. O

Teorema 3.2.10. sin(«), cos(a), tan(a), sinh(«), cosh(«) y tanh(a) son tras-
cendentes si o # 0 es un nimero algebraico.

Demostracion. Recordemos que

cos(z) = %, sin(z) = %, tan(z) = :z;((z,
sinh(z) = —isin(iz), cosh(z) = cos(iz), tanh(z) = —itan(iz).

Dado un nimero algebraico o # 0, supongamos que sin(«) = f3, cos(a) = 7
y tan(a) = ¢ son algebraicos. De las definiciones, obtenemos

el — 7 — 28 = el — e — 2iBe” = 0,
eia + e—ia - 2,7/ — eia + e—ia _ 2’760 — O,
(1—id)e'™ — (1+id)e™ =0,

tres contradicciones al Teorema de Lindemann-Weierstrass. Por lo tanto sin(«),
cos(a) y tan(«) son trascendentes.

La trascendencia de las funciones hiperbélicas se deduce directamente de
esto ultimo utilizando sus expresiones en términos de las funciones trigonomé-
tricas. Por ejemplo, si sinh(a) fuera un ntimero algebraico, i sinh(«) = sin(ia)
también seria algebraico, contradiciendo lo recién probado. O
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Teorema 3.2.11. Las funciones hiperbdlicas inversas y trigonométricas inver-
sas evaluadas en un numero algebraico o # 0 son trascendentes.

Demostracion. Sigue un razonamiento similar al Teorema 3.2.8. O

3. Cuadratura del Circulo

Una parte del legado que dejo la Antigua Grecia a la comunidad matema-
tica mundial toma la forma de tres famosos problemas sobre construcciones
geométricas. Estos son la triseccion del angulo, la duplicacién del cubo y la
cuadratura del circulo.

El problema de la trisecciéon del angulo consiste en determinar un método
para dividir un angulo dado en tres dngulos iguales, utilizando regla y compas.
La duplicaciéon del cubo refiere a construir con regla y compas un cubo cuyo
volumen sea exactamente el doble al de otro cubo dado. Por tltimo, el problema
de la cuadratura del circulo consiste en construir un cuadrado cuya area sea
igual a la de un circulo dado.

Sin lugar a dudas, uno de los aspectos mas intrigantes de la matemaética
es como conceptos que a simple vista no tienen relaciéon alguna, luego de una
mirada méas profunda dejan entrever fuertes correspondencias. La cuadratura
del circulo es un maravilloso ejemplo de este hecho, ya que un resultado de la
teoria de niimeros trascendentes permitié dar la respuesta final al problema.

Antes de indagar en resultados, formalicemos la nocién de “construir con
regla y compas”. Las construcciones permitidas surgen de los primeros tres
postulados en Los Flementos de Euclides:

1. Existe una tnica linea recta que une dos puntos cualesquiera.
2. Una linea recta puede extenderse indefinidamente.

3. Dado un punto y una longitud, se puede construir un circulo centrado
en el punto dado y con radio igual a la longitud dada.

Las construcciones en cuestién son, entonces, trazar una linea recta entre
dos puntos, extender dicha linea recta y construir circulos de radio arbitrario.
Debemos definir, también, qué entendemos por “construir un ntmero”.

Definiciéon 3.3.12. Un numero a € R es construible si, dada una unidad de
medida, puede construirse con regla y compéas un segmento de longitud a en
un ndmero finito de pasos.

Ahora, reduzcamos el problema de cuadrar un circulo a algo mas concreto.
Si consideramos el radio r del circulo dado como la unidad de medida, su area
es de magnitud 7. Por lo tanto, construir con regla y compés un cuadrado cuya
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area sea igual a 7 es equivalente a construir de la misma manera un segmento
de longitud /7.

En 1837, Pierre Wantzel [12] busca caracterizar algebraicamente cuéando
un nimero dado es construible. Wantzel observa que todo ntimero construible
puede asociarse a un determinado sistema de ecuaciones cuadraticas a coefi-
cientes racionales, y en base a esto logra encontrar una condicién necesaria
para que un nuamero dado sea construible con regla y compas.

Teorema 3.3.13. (Teorema de Wantzel) Si a es un nimero construible, en-
tonces es raiz de un polinomio irreducible de grado 2™, para algin n € N.

En otras palabras, Wantzel prueba que todo nimero construible es alge-
braico. Esto permite concluir que /7 no es construible, pues si lo fuera, /7
serfa un numero algebraico y consecuentemente m = /7+/7 también lo serfa.
Por lo tanto, el problema de cuadrar el circulo con regla y compas (en finitos
pasos) es imposible.

4. Teorema de Gelfond—Schneider

En el ano 1900, David Hilbert publica una lista con 23 problemas de la
matemaética sin resolver hasta ese momento. La lista habia sido construida con
el proposito de atraer atencion a problemas cuya resolucion, segiin Hilbert, era
clave para continuar con el desarrollo de la matematica.

Si bien algunos de los problemas ya eran reconocidos como grandes conje-
turas, el renombre de Hilbert en ese entonces fue suficiente para popularizar
ampliamente el listado. Hasta el dia de hoy, varios de los problemas recopilados
por Hilbert siguen siendo asociados a la lista publicada en 1900.

A lo largo de los afnos, algunos de estos problemas fueron probados for-
malmente, otros desmentidos, e incluso en algunos casos quedd probada la
imposibilidad de encontrar una solucién.

En esta seccion exploramos el séptimo de los Problemas de Hilbert, un
resultado sumamente importante en la teoria de nimeros trascendentes. Su
prueba es atribuida a Aleksandr Gelfond y Theodor Schneider, quienes publi-
caron demostraciones independientes en 1934 y 1935, respectivamente.

Teorema 3.4.14. (Teorema de Gelfond-Schneider) Si o y B son nimeros
algebraicos tales que o # 0,1 y B ¢ Q, entonces cualquier valor de o es
trascendente.

Demostracion. La demostracion del teorema es considerablemente extensa, por
lo que presentamos una idea general. La prueba completa puede encontrarse
en Numeros Irracionales, de Ivan Niven (1956).

El procedimiento es el siguiente:
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1. Se supone que algtn valor particular de o® es algebraico.

2. Se fijan ntameros h, m € N, donde m = 2h + 3, y se consideran ¢,n,t € N
(a determinar luego) tales que ¢ > 4m?* n = ¢*/2m (es decir, ¢* es
multiplo de 2m) y t = ¢*> = 2mn. ¢, n y t facilitaran la contradiccion al
final de la prueba. Se definen ademas p1, ..., p; como los niimeros

(r+kB)In(e), r=1,...,q, k=1,...,q
No es necesario especificar individualmente qué valores de r y k le co-
rresponden a cada uno de los py, ..., p;.

3. Se define la funcién compleja
t
F(z) =Y e,
j=1

donde 7, ...,n;: son ciertos enteros algebraicos.

4. Se prueba que existe 1 < B <mypeN, p>ntal que ¢ # 0, donde
t t
¢ =In(a) PFP(B) =) " njln(a) PpPeP = "n;(r + kB) o aPk.
j=1 j=1

Notemos que segin lo supuesto, ¢ es un nimero algebraico.

5. Se prueba que existe una constante C' independiente de n y p que verifica
IN(¢)] > C7P, donde N(¢) := (i, -, Caeg(¢) € €l producto de las raices
del polinomio minimo de (.

6. Se busca acotar superiormente a N((). Para lograr esto, se define una
segunda funcion auxiliar

S(z) =plF(2) [ [(z=b) " [[(B-b).
=

Expandiendo la serie de Taylor de F' alrededor de B y reemplazando la
expresion resultante en la definicion de S se obtiene que S(B) = F®)(B),
y asi ¢ = In(a) PS(B). Luego, integrando la funcion S(z)/(z — B) a lo
largo del circulo de radio p/q centrado en el origen y utilizando ciertas
cotas para F'(z) dentro de esta region, logramos acotar el valor de S(B)
y por lo tanto el valor de N(¢). La cota resultante es |[N(¢)| < CPp?,
donde C no depende de n ni de p.

7. La contradiccion surge de lo siguiente:

CP<IN(Q) < CPp7.
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Esta desigualdad implica que (CC’)_p < p~P, y equivalentemente que
CC > p. Sin embargo, C'y C no dependen de p ni de n, y p fue elegido
de manera que p > n. Por lo tanto, la desigualdad no se verifica si se
elige n suficientemente grande.

]

Destaquemos algunos ntmeros cuya trascendencia puede probarse directa-
mente aplicando el Teorema de Gelfond-Schneider.

. 2V2 y \/ﬁ\/5 son numeros trascendentes.

» Cualquier valor de o' es trascendente para todo niimero algebraico o #

0, 1. En particular, cualquier valor de (a%)i = Va'™ es trascendente para
todoa € Q, a #0,1.

» log,(b) es trascendente si a y b son nimeros algebraicos reales tales que
a,b > 0y a # 1. Si suponemos que log,(b) es algebraico, aplicando el
Teorema de Gelfond-Schneider obtenemos que

In(b)
a10ga(b) — 611’1([1) In(a) — b

es trascendente, una clara contradiccion.

= La constante de Gelfond €™ es trascendente, ya que
o — T (ei”)_i _ (_1)77;_
» El ntimero ¢ es trascendente. Notemos ademas que
i as T\ 7% in \ ¢
1" = |cos | = | +isin (—)] = <67> =e 2.
s (3) +isin (3

La hipotesis de la naturaleza algebraica de o es fundamental. Si consi-

vl

2 : :
deramos o = \/5\[, el nimero o’ (con 3 algebraico y no racional) no es
trascendente en general. Por ejemplo,

(\/if)f V3o oo

Otro contraejemplo esta dado por el nimero trascendente av = V2 y el
nimero irracional § = V2

vz 2
of = (z—ﬁ) o (i) = (e_7> St .

También es indispensable en las hipotesis que 3 sea algebraico: vimos an-
teriormente que of es algebraico si 1 # o € RT y 3 = log,(b) para algtn
beRt.

Existe una formulacion equivalente del Teorema de Gelfond-Schneider:
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Teorema 3.4.15. Si a y v son numeros algebraicos no nulos, con o # 1,

entonces
_Iny

In o
es un numero racional o es trascendente.

Demostracion. Probemos la equivalencia de ambos teoremas.

Supongamos que se satisfacen las hipotesis del Teorema 3.4.15 pero 3 es
un ndmero algebraico irracional. De la definicion de 8 resulta que o = v, y
aplicando el Teorema de Gelfond-Schneider obtenemos que 7 es trascendente,
contradiciendo la hipotesis. Por lo tanto, el Teorema de Gelfond-Schneider
implica el Teorema 3.4.15.

Reciprocamente, si o y  verifican las hipotesis de Gelfond-Schneider pero
a” =~ es un nimero algebraico, entonces

y por el Teorema 3.4.15, (B es racional o trascendente, nuevamente contradi-
ciendo la hipotesis. O

Notemos que, debido a la formulacién equivalente dada en el Teorema 3.4.15,
el Teorema de Gelfond-Schneider es esencialmente un resultado sobre la lineal
independencia de logaritmos. Concretamente, establece que para cualesquie-
ra ntmeros algebraicos no nulos oy, as, f1, B2 tales que In(aq) y In(as) son
linealmente independientes sobre QQ, resulta

61 ln(al) + 62 ln(ag) 7é 0.

5. Teorema de Schneider-Lang

El siguiente resultado implica directamente los teoremas de Gelfond-Schneider
y Hermite-Lindemann. Fue probado por Lang [13]| en 1966 como un perfeccio-
namiento de un resultado similar atribuido a Schneider, razén por la cual es
conocido como Teorema de Schneider-Lang. Si bien el resultado en si hace uso
de conceptos de la teoria de cuerpos, enunciamos una version que puede com-
prenderse en su totalidad utilizando los conceptos vistos en esta monografia.

Notamos por Q(aq,...,q,) al cuerpo resultante de intersecar todos los
cuerpos que contienen a QU{«y, ..., o, }. Para enunciar el teorema, precisamos
ademés de lo siguiente:

Teorema 3.5.16. Dados o, ..., a, € Q, existe B € Q tal que

Qaq,...,ap) =Q(H).



Definiciéon 3.5.17. n funciones fi,..., f, con dominio en el plano complejo
son algebraicamente independientes sobre un cuerpo K si no existe 0 #
P e K[xy,...,x,) tal que P(fi(2),..., fu(2)) = 0 para todo z.

La demostracion del Teorema 3.5.16 puede encontrarse en Teoria de Nu-
meros Algebraicos Introductoria, de Saban Alaca y Kenneth Williams (2004).
Presentamos el teorema en cuestion:

Teorema 3.5.18. (Teorema de Schneider-Lang) Sean oy, . . ., a, nimeros al-
gebraicos, y sean fi,..., fn funciones analiticas en C salvo quizds en un con-
Junto de puntos aislados, y tales que f; (k = 1,...,n) es un polinomio en
las funciones f1,..., fn a coeficientes en Q(ay, ..., ). Supongamos ademds
que al menos dos de dichas funciones fi,..., fn, llamémoslas fi, v fr,, son
algebraicamente independientes sobre Q(ay, ..., ay), y sea

In(In(supy, ., | fk, (2)]))

— ¢
Py = ISP In(r)

Luego, si 5 es tal que Q(ay, ..., a,) = Q(B), existen a lo sumo

m = deg(B)(p1 + p2)

nimeros complejos distintos wy, ..., w,, tales que fi(w;) € Q(B) para cada
t=1,...,Nycadaj=1,...,m.

Deduzcamos el Teorema de Hermite-Lindemann haciendo uso del Teorema
de Schneider-Lang. Si suponemos que e® es algebraico para 0 # o € Q, se
verifican las hipotesis del teorema en cuestion considerando Q(«, e®), fi(z) = =
y f2(2) = €*. Sin embargo, fi(na) = na'y fa(na) = (e*)" son elementos de
Q(a, e*) para todo n € N, contradiciendo el hecho de que esto tltimo puede
suceder sblo para finitos ntmeros.

Anélogamente, para deducir el Teorema de Gelfond-Schneider suponemos
que o es algebraico y aplicamos el Teorema de Schneider-Lang consideran-
do Q(a, B,a?), fi(z) = €* y fa(z) = €. En este caso, fi(nln(a)) = a" y
f2(nIn(a)) = (o) son elementos de Q(a, 3, a?) para cada n € N, llegando a
una contradiccion similar.

6. Combinaciones Lineales de Logaritmos

El teorema presentado a continuacion es una generalizacion del Teorema
de Gelfond-Schneider probada por el matematico Alan Baker [4] en 1966. Me-
diante dicho teorema, Baker logré demostrar la independencia algebraica sobre
Q de los logaritmos de n numeros algebraicos, dado que estos logaritmos sean
linealmente independientes sobre Q.
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Teorema 3.6.19. Si aq,...,q, son numeros algebraicos no nulos y sus lo-
garitmos In(a1), ..., In(ay,) son linealmente independientes sobre Q, entonces
L, In(ey), ..., In(a,) son linealmente independientes sobre Q.

La demostracion del Teorema 3.6.19 es, si bien considerablemente méas com-
pleja, similar a la del Teorema de Gelfond-Schneider. Consiste en suponer la
existencia de nimeros algebraicos Sy, f1, ..., Bn, con al menos uno de ellos no
nulo, tales que

Bo+ P1In(ay) + -+ - + By In(ay,) = 0.

La contradiccion se busca proponiendo una funcion auxiliar compleja @ (en
este caso, ¢ es una funcion de varias variables complejas) y encontrando cotas
para los valores de ® y sus derivadas. El paso final consiste en probar que al
menos una de las desigualdades dadas por las cotas de ® no puede verificarse
bajo lo supuesto inicialmente.

En lo que respecta a la teoria de ntimeros trascendentes, el Teorema 3.6.19
tiene a los siguientes resultados como principales consecuencias.

Teorema 3.6.20. Si oy, ..., an, Bo, b1, -, B € Q son tales que oy, # 0 para
k=1,....ny By #0, entonces

Bo+ frIn(ay) + -+ + B, In(av,) # 0.

Demostracion. El resultado es trivial para n = 0. Supongamos que es valido
para todo n € N menor a cierto m.

SiIn(aq) ..., In(q,,) son linealmente independientes sobre @Q, por el Teore-
ma 3.6.19

50 + 61 ln(al) +---+ Bm ln(am) 7& O,

pues 1,In(ay),...,In(a,,) son linealmente independiente sobre Q y los coefi-
cientes no son todos nulos.
Por otro lado, si existen py, ..., p, no todos nulos (digamos, p,. # 0) tales
que
prIn(ar) + -+ ppIn(a,) =0,

entonces
pr (Bo+ Biln(ar) + -+ + B In(ay,)) =

= pr (Bo+ Biln(ar) + - + BuIn(am)) — Br (prIn(ar) + - -+ + pr In(v)) =
= By + By In(an) + - + B, In(an),

donde 8y = p;fo y B; = p:Bj — Brpj, para j = 1,...,m. Ademds, f; # 0y
Bl = 0. Logramos reducir la expresion al eliminar el término que incluye a «,
y B.. El resultado sigue de aplicar la hipétesis inductiva. O
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Teorema 3.6.21. Si ay,...,an, Bo, b1, ..., B € Q son tales que oy, # 0 para
k=1,...,n, entonces

BO + /81 111(0(1) + -+ 5n hl(@n)
es trascendente.

Demostracion. Supongamos que [y + 51 In(ay) + - - - + B, In(a,) es algebraico.

Luego, —f1 In(ay) — - -+ — B, In(c,) es algebraico. Aplicando el Teorema 3.6.20
obtenemos que
0= _50 - Bl ln(al) - 571 hl(Oén) + 50 + 51 ln(a1> +oe 571 hl(Oén)
= (_/61 ln(al) - Bn ln(an)) + ﬁl ln(al) +eoet Bn ln(an)
# 0,
una clara contradiccion. O

Corolario 3.6.22. m+In(«) es trascendente si o # 0 es un nimero algebraico.

Demostracion. De la igualdad '™ = —1 obtenemos 7 = 11In(—1) = —iIn(—1)
(recordemos que trabajamos con alguna rama de la funcion logaritmo en el
plano complejo). Por el Teorema 3.6.21,

7+ In(a) = —iln(—1) + In(a)
es un nimero trascendente. O

Teorema 3.6.23. eﬁoafl -o-aPn es trascendente si aq, ..., am, Bo, By Ba
son numeros algebraicos no nulos.

1

Demostracion. Si suponemos que o = e®al* - - aP» es algebraico, entonces

In(a) = filn(ar) — -+ = BaIn(an) = By
es un numero algebraico no nulo, contradiciendo el Teorema 3.6.20. O]

Corolario 3.6.24. ¢®™# es trascendente si o y B son nimeros algebraicos,

con 3 # 0.

Demostracion. Nuevamente hacemos uso de la expresion 7 = —iln(—1). Apli-
cando el Teorema 3.6.23, obtenemos que O

eom—i-ﬁ — e—iozln(—l)eﬁ _ 66(_1)72'04

es un numero trascendente.
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7. El Proximo Gran Teorema

El més grande de los problemas abiertos en la teoria de niimeros tras-
cendentes es una conjetura que, de ser probada, generaliza la mayoria de los
resultados vistos en este capitulo. Esto contintia con la narrativa usual en esta
linea de investigacion: luego de haber sido probada la trascendencia de e sur-
gi6 el Teorema de Hermite-Lindemann, el cual después fue generalizado por el
Teorema de Lindemann-Weierstrass, siendo este ultimo un caso particular del
resultado demostrado posteriormente por Baker.

La conjetura en cuestion fue propuesta originalmente por Stephen Schanuel
en la década del 60, razon por la cual hoy es conocida como la Conjetura de
Schanuel.

Conjetura. (Conjetura de Schanuel) Sean zy,...,z, nimeros complejos li-
nealmente independientes sobre Q. Luego, el grado de trascendencia de
Q(z1,. -, 2n, €7, ...,€") sobre Q es al menos n, es decir, el mdzimo cardinal
de un subconjunto de Q(z1,...,z,, €, ..., e*) algebraicamente independiente
sobre Q es al menos n.

En caso de valer la Conjetura de Schanuel, el Teorema de Lindemann-

Weierstrass se deduce directamente si zq, ..., z, son numeros algebraicos. Si
se consideran zi,..., 2, de manera que e*',..., e sean algebraicos, entonces
z = In(w;) para algin w; € Q (i = 1,...,n), y aplicando la conjetura po-
driamos concluir que In(w,),...,In(w,) son algebraicamente independientes

sobre Q. Es decir, obtendriamos una generalizacion del Teorema 3.6.19, al ser
la independencia algebraica una condicion claramente més fuerte que la lineal
independencia.
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Conclusiones

A lo largo de esta monografia se busco asentar una sélida base en lo que
respecta a los conceptos basicos de la teoria de nimeros algebraicos y tras-
cendentes, prestando particular atenciéon a cuestiones relacionadas a la cardi-
nalidad y medida de los conjuntos tratados, para luego explorar los grandes
resultados sobre trascendencia que han ido surgiendo a lo largo de los siglos.
Concretamente, se incluy6 la prueba de Hilbert de la trascendencia de e como
un primer ejemplo de las extensas demostraciones caracteristicas de esta area
de la matematica. Se enuncié también el Teorema de Lindemann-Weierstrass,
el cual nos permitié6 confirmar supuestos sobre la trascendencia de niimeros
con los que todo matematico trabaja cotidianamente. Teoremas como el de
Gelfond-Schneider y Schneider-Lang fueron presentados con el objetivo de
seguir indagando en los méas grandes resultados en la materia. Culminamos
mencionando el mas notable de los problemas abiertos en la teoria de ntimeros
trascendentes, la Conjetura de Schanuel.

Quizas es exagerado afirmar que nunca dejaran de aparecer resultados cu-
riosos e intrigantes en la teoria de ntimeros trascendentes. Sin embargo, existen
hechos que inequivocamente dan lugar a este pensamiento. Basta con observar
que los niimeros cuya trascendencia ha sido probada constituyen un subcon-
junto relativamente pequeno de los niimeros complejos. Por ejemplo, si bien
en la actualidad podemos asegurar que e es trascendente si « es algebraico
y no nulo, no podemos llegar con certeza la misma conclusiéon si « en si es
un numero trascendente arbitrario. Quitar la hipotesis de que ciertos niimeros
sean algebraicos en los teoremas vistos en esta monografia resulta en conjetu-
ras tan generales que son practicamente imposibles de abordar. Por otro lado,
la mayoria de estos resultados refieren a la trascendencia de las funciones mas
usuales en la matemaética evaluadas en nimeros algebraicos. Se desconoce en la
actualidad la trascendencia de otras funciones importantes evaluadas en cier-
tos ntimeros algebraicos, como por ejemplo la funcion zeta de Riemann ((s),
donde s > 1 es un ntmero impar.

Como reflexion personal, creo importante destacar que la teoria de nime-
ros trascendentes concentra algunas de las particularidades que hacen de la
matematica una disciplina increiblemente bella y fructifera.

Una de estas particularidades tiene que ver con el alcance de los resulta-
dos. Si bien los conceptos bésicos son simples nociones sobre polinomios, la
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influencia que ciertos avances han tenido en la matemaética es innegable. Co-
mo un caso particular, el Teorema de Wantzel permite transportar el mundo
de los ntimeros construibles al terreno (mucho menos sinuoso) de los nimeros
algebraicos, facilitando la resoluciéon de un problema abierto por miles de anos
y dando clara evidencia de la importancia que posee la trascendencia como
cualidad de un ntimero.

Otra de las particularidades, quizés mas filosofica, refiere al lugar que los
nimeros trascendentes ocupan en el universo de los conceptos mateméticos.
En mi opinién, el concepto de trascendencia connota misterio y complejidad;
refiere a una propiedad enigmética que todavia no logramos dominar como
comunidad matematica. No hemos podido (y quizés nunca podamos) alcanzar
con la trascendencia lo que buscamos con cada concepto que definimos: estruc-
turarlo y caracterizarlo completamente. Esta naturaleza intrigante y llena de
potencial representa a mi parecer lo maravilloso de la matematica: sin impor-
tar cuéntos teoremas sean demostrados o cuantos articulos cientificos vean la
luz del dia, el mundo de lo desconocido y lo que atin debemos comprender es
infinitamente extenso.
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