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Introduccion

Objetivos

La presente monografia tiene por objetivo presentar dos bellos teoremas de la teoria espectral de
operadores. Ambos teoremas conciernen a los asi llamados operadores de Toeplitz, que actian natural-
mente sobre cierto espacio de Hilbert separable, conocido como el espacio de Hardy. Estos operadores
se construyen a partir de funciones medibles esencialmente acotadas ¢ : T — C (donde T denota al
circulo unidad). Esto es, a cada una de estas funciones ¢ € L*(T) le corresponde un operador de Toe-
plitz T, llamado el «operador de Toeplitz con simbolo ¢» . En el presente trabajo lidiaremos con los
operadores de Toeplitz cuyo simbolo es continuo. El primero de nuestros dos teoremas es el Teorema
del Indice, el cual establece una sorprendente relacién entre cierto invariante geométrico-topoldgico (el
nimero de giros de ¢) y cierto invariante algebraico (el indice de Fredholm de T,,). Por otra parte, el
invariante analitico por excelencia de un operador es su espectro, y nuestro segundo teorema da una
caracterizacién sencilla y elegante del espectro de un operador de Toeplitz T, (con simbolo conti-
nuo) en términos del numero de giros de ¢ alrededor de las distintas regiones de C \ ¢(T). Asi pues,
estos dos resultados constituyen un caso de interaccion fructifera entre el Algebra, la Geometria y el
Anailisis.

Organizacion del texto

El texto comienza con un repaso de los requisitos analiticos necesarios. La mayor parte de los
enunciados son parte del material estandar presentado en un curso de Analisis Funcional, y en con-
secuencia omitimos sus demostraciones, contentidndonos con proveer las referencias pertinentes. El
propésito de este primer capitulo es meramente el de enunciar los resultados relevantes en un mismo
lugar, con el fin de poder referirnos a ellos con facilidad en los capitulos posteriores.

En el segundo capitulo definimos el nimero de giros de una curva plana orientada alrededor de
un punto de su complemento, mostramos cémo se puede deformar una curva plana nunca nula a cier-
ta «forma normal» y finalmente construimos una medida sobre el circulo unitario T e identificamos
una base ortonormal de L?(T).

Ya en el tercer capitulo, introducimos los operadores de Fredholm y definimos sus indices, esta-
bleciendo cuidadosamente sus principales propiedades.

En el cuarto capitulo introducimos los operadores de Toeplitz con simbolo continuo y demos-
tramos nuestro primer teorema, el Teorema del Indice.

Para poder estudiar mejor los espectros de estos operadores, resulta conveniente presentar las
ideas principales de la teoria espectral en el contexto algo mas general de las algebras de Banach, lo
cual hacemos en el quinto capitulo. Aqui nos encontramos con el importante Teorema de Permanen-
cia Espectral, el cual sera nuestra principal herramienta para caracterizar el espectro de un operador
de Toeplitz con simbolo continuo, lo cual hacemos en el sexto y ultimo capitulo.

Finalmente y a modo de epilogo, incluimos una breve seccién en la cual comentamos el lugar
de estos resultados clasicos en la matematica moderna e indicamos algunas de sus generalizaciones,
dirigiendo al lector interesado a la literatura para mas resultados similares.

Convenciones, notacion y terminologia

Otras universidades del mundo con mayor presupuesto pueden tener al niimero cero entre sus
niimeros naturales. Pero acd los naturales no incluyen al cero. — Guillermo “Willie” Cortinas
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CONVENCIONES, NOTACION Y TERMINOLOGIA 5

Cardinalidad. Dado un conjunto X, denotamos | X| a su cardinal.

Conjunto de partes. Dado un conjunto X, denotamos #(X) al conjunto de partes de X (esto
es, al conjunto {A | A C X}).

Nuameros Naturales. Nuestros nimeros naturales N contienen al 0 (pace Cortinas). Usaremos
la notacién [n, m] para los segmentos {k € N | n < k < m}.

Funciones. Usamos las expresiones «funcién», «aplicacién» y «asignacién» de forma indistinta.

Restricciones y correstricciones. Sean X y Y dos conjuntos y sea f : X — Y una funcién
entre ellos. Sea Y’ un subconjunto de Y tal que f(X) C Y’. Entonces obtenemos una version «co-
rrestringida» de f, con codominio Y’, ala cual denotamos f1¥" : X — Y”.Sea A C X un subconjunto
arbitrario. Entonces obtenemos una version «restringida» de f, con dominio A, a la cual denotamos
fia : A — Y.En otras palabras, fj4 = f o, donde : : A — X es la funcién de inclusion.

Funcidn caracteristica. Si X es un conjunto y A C X es un subconjunto, entonces denotamos
x4 ala funcidn caracteristica de A (esto es, la funciéon de X en C que vale 1 en Ay O en X \ A).

Funcion Identidad. Dado un conjunto X, denotamos Idy : X — X a su funcién identidad.

Delta de Kronecker. Dado un conjunto de indices 7 y dos elementos i, j € 7, el simbolo §;
1 sii=j
0 sii#j

Abusos notacionales. En general no haremos distincion notacional entre un objeto con cierta
estructura extra y ese mismo objeto sin la estructura extra. Por ejemplo, si (E, || — ||) es un espacio
normado cuya norma || — || ya ha sido especificada o esta implicita por el contexto, lo denotaremos
simplemente E. Lo mismo aplica a los espacios de medida y sus conjuntos subyacentes, y a los espacios
topoldgicos y sus conjuntos subyacentes.

Espacios de Funciones. Dados dos espacios topoldgicos X y Y, denotamos % (X, Y) al espacio
de funciones continuas de X en Y con la topologia compacto-abierta.

Curvas. Una curva en un espacio X es una funcién continua y : [0, 1] — X. Decimos que la
curva es cerrada si y(0) = y(1).

Cuerpo base. El cuerpo base de todos nuestros espacios vectoriales (y por consiguiente de todas
nuestras algebras) es el cuerpo complejo C.

Algebra de funciones. Dado un espacio topoldgico X, denotamos C (X) al dlgebra de funciones
continuas de X en C.

Proyecciones. Si E es un espacio vectorial y E = E’ @ E”/, llamamos «proyeccién a E” a lo largo
de E”» a la dnica aplicacion lineal idempotente P : E — E con imagen E’ y nicleo E”, esto es, ala
aplicacién lineal P : E — E dada por P(x) = x cuando x € E’ y por P(x) = O cuando x € E”. La
«proyeccion complementaria» es la proyeccién a E”” alo largo de E’, y es precisamente Idg — P.

Subespacios generados. Si E es un espacio vectorial y X C E es un subconjunto, entonces (X)
denota al subespacio de E generado por X.

Composicion de aplicaciones lineales. Sean E1, E, y E; espacios vectorialesy sean T : E; —
E, y S : E, — Ej aplicaciones lineales. Entonces a menudo escribiremos ST en lugar de S o T.

Algebras. Todas nuestras 4lgebras son asociativas y unitales. Si A es un algebra, denotaremos
1 # a su neutro multiplicativo, y cuando A esté clara por el contexto, escribiremos simplemente 1.
(Lo mismo aplica a la exponencial exp = exp z cuando A es un algebra de Banach).

Conmutadores. Dada un élgebra A y dos elementos x,y € A, la expresion [x, y] denota al
«conmutador» xy — yx.

Grupo de unidades. El grupo de unidades de un élgebra A se denota A*. En particular, C* =
C {o}yCX)*={f eC(X)| f(x) # 0paratodox € X}.

Espacios normados. Si E es un espacio normado, x € Ey § > 0, entonces B(x, §) denota la
bola centrada en x de radio §. Cuando queramos recordar al lector el espacio en el cual se encuentra
dicha bola, la escribiremos como B(x, d)g. En el caso E = C (con la norma dada por el médulo)
escribimos D := B(0,1)c y rD := B(0,r)c para cualquier r > 0. La frontera de D es el circulo
unidad T == {z € C | |z| = 1}.

es la «delta de Kronecker», dada por §; ; =
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Prerrequisitos

Esta monografia deberia poder ser leida y comprendida por cualquier estudiante de matematica
que tenga familiaridad con los conceptos basicos de la Topologia, el Algebra Abstracta y el Analisis
(Real y Funcional).



Capitulo 1

Analisis Funcional
1.1. Espacios de Banach

To a large extent, modern mathematics is concerned with the study of general structures. The
essential thing is finding the right generalization. Insufficient generality can be too restrictive and
a great deal of generality may result in a situation where little can be proved and applied. The
space introduced by Banach, especially pointing out completeness, attests to his genius; he hit the
traditional nail on the head. — K. Ciesielski [3]

Comenzamos introduciendo a los principales protagonistas del Analisis Funcional:

DeriniciON 1. Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado (E, || — ||) cuya métrica
inducida

d:EXE — Ry
d(x,x") = [|x" = x|l
es completa (i.e. tal que toda sucesiéon de Cauchy converge).

Lema 2. Un espacio normado E es de Banach si y solo si toda serie absolutamente convergente de
vectores converge en E, esto es, si y solo si para toda sucesién (xn)n>0 C E con Yo ||xn|| < oo existe un
y € E tal que limy o X0 0 x5 = 4.

DEMOSTRACION. [6, Proposition 0.4.3]. O

Ejempro 3. C" es un espacio de Banach con la norma euclidea, y de hecho todas las normas sobre
un espacio vectorial de dimension finita inducen la misma topologia. [Lo primero es una consecuen-
cia de la completitud de R y de C, y lo segundo puede ser visto como un corolario del Teorema de la
Inversa Acotada (Teorema 16)]

EjempLo 4. Sea (X, %, i) un espacio de mediday sea p > 1. Consideremos el espacio vectorial de
las funciones medibles f : X — C tales que fX |fIPdu < oo, dividido por la relacién de equivalencia

fo=fi & fo=fi encasitodo punto

1/p
£l = ( /X Ifl”du)

(la cual esta bien definida y es una norma). Este espacio normado se denota L? (X) y es un espacio de
Banach [6, Theorem 4.1.4].

Tomando X = N, 3 = P(N) y u(A) = |A| (la «xmedida de contar»), obtenemos los espacios de
Banach ¢7 de sucesiones absolutamente p—sumables, con norma

00 1/p
1Gen)nollp = (Z |xn|f’)
n=0

Si en vez de N tomamos Z, obtenemos los espacios de Banach ¢7(7Z).

y munido de la «<norma p»

7



1.1. ESPACIOS DE BANACH 8

EjempLo 5. Sea (X, 2, ) un espacio de medida. Una funcién medible f : X — C es esencial-
mente acotada en caso de que exista una constante M > 0 (llamada una «cota esencial de f>) tal
que |f(x)| £ M «para casi todo x € X», esto es, tal que

(17 (M +00)) = p({x € X | |f(x)] > M}) =0
El infimo de todas las cotas esenciales es nuevamente una cota esencial, y la notamos ||M||. Consi-
deremos el espacio vectorial de las funciones medibles f : X — C esencialmente acotadas, dividido
por la misma relacién de equivalencia que en el Ejemplo anterior. Entonces || — ||, define una norma
sobre este espacio, y el espacio normado resultante es un espacio de Banach [6, Theorem 4.1.7] al cual
denotamos L™ (X). En particular, tomando X =N, ¥ = P(N) y u(A) = |A| obtenemos el espacio de
Banach £ de sucesiones acotadas, con norma

”(xn)nZOHOO = sup |2
n>0

(v anédlogamente para X = Z). Estos espacios de Banach son también é4lgebras, ya que para cuales-
quiera f,g € L¥(X) se tiene fg € L*(X) con ||fglle < ||flleollgllco- De esta tltima condicién se
sigue facilmente que la aplicacién bilineal dada por el producto - : L%(X) X L*(X) — L¥(X) es
continua.

EjempLo 6. Si X es un conjunto, entonces las funciones acotadas f : X — C con la norma
supremo

Hf”sup = sup |f(X)|
xeX

forman un espacio de Banach B(X) [6, Example 0.4.1]. Si X es un espacio topoldgico, entonces las
funciones continuas acotadas con la norma supremo

1/ llsup = sup | ()]
xeX

forman un espacio de Banach Cp(X) [6, p. 25]. (En particular, tomando X = N con la topologia
discreta, volvemos a obtener £*°). Si X es compacto, toda funcién continua f : X — C es acotada
y alcanza un maximo, en cuyo caso obtenemos el espacio de Banach C(X) de funciones continuas,
con la norma méximo

Il = mix | )

OBSERVACION 7. Sea X un espacio topolégico compacto y a la vez un espacio de medida tal que
para todo abierto es medible y todo abierto no vacio A C X posee medida positiva. Entonces, para
toda funcién f € C(X), es claro que f es medible y que f € L*(X). Més aun, es

1 lleo = 11 llmax

En efecto, como ||f]lmax es una cota de |f], es un particular una cota esencial de |f|, por lo cual
[lflleo < |If llmax- Resta ver que no hay ninguna cota esencial més chica. Sea entonces M < || f||max-
Por la continuidad de | f], el conjunto | f|~! ((M, +0)) es abierto en X,y si x € X es un punto donde
|f] alcanza su maximo || f || max, tenemos | £](x) = ||fllmax > M, conlo cual el abierto | f|~! ((M, +0))
es no vacio. Luego este abierto tiene medida no vacia, mostrando que ninguna constante M < || f||max
es una cota esencial de f.

Recordemos que una aplicacion lineal T : E; — E, entre dos espacios normados es acotada en
caso de que exista una constante M > 0 tal que ||Tx|| < M- ||x|| para todo x € E;. Llamamos norma
de T (denotada ||T||) a la menor de dichas constantes. Equivalentemente,

T 1
Il = TG = s fr(]
(111) x€EN{0} ”xH x€EN{0} ||x|| x€EN{0} ||x||
= sup T = sup [T ()l
x€Eq:||x||=1 x€Eq:||x||<1

y T es acotada siy sélo si estos supremos son finitos.



1.1. ESPACIOS DE BANACH 9

OBseErvaCION 8. SiT : E; — E, yS: E; — Ej son aplicaciones lineales acotadas, entonces
1S o TGN = NISTCENI < ISIHIT Gl < [ISIITI ]|

y por lo tanto
IS o Tl < IS

ProrosiciON 9. Sea T : E; — E, una aplicacion lineal entre espacios normados. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(@) T : E; — E, es acotada

(b) T : E; — E, es Lipschitz-continua (con constante de Lipschitz ||T||)

(c) T-E;, — Ejes uniformemente continua

(d) T : E; — E, es continua

(e) T : E; — E, es continua en 0

DeMOSTRACION. Las implicaciones (a) = (b) = (¢) = (d) = (e) son inmediatas.
Para ver la implicacion () = (a), notemos que (e) significa que para todo £ > 0 existe un § > 0
tal que si ||x — 0]| < & entonces ||T(x) — T(0)|| < &. Tomando ¢ = 1y notando que T(0) = 0, vemos
que existe un § > 0 tal que si ||x|| < & entonces ||T(x)|| < 1. Por la homogeneidad de las normas,

esto equivale a decir que si ||x|| < 1 entonces [|T(x)|| < %, y esto implica que el supremo (1.1.1) es
finito. O

Ejempro 10. Sea (X, 3, p) un espacio de medida con pu(X) < oo. Es claro que si f € L®(X)
entonces f € LP(X) para cualquier p > 1, puesto que en tal caso es

[ 1vdn< [ 0fiau = 1fEu00 < o0
Ademas, tomando raices p-ésimas nos queda
Ifllp < #COPIIflleo

por lo cual la inclusién L™ (X) S (X), vista como una aplicacién lineal entre espacios de Banach,
es acotada.

Siademas X esun espacio topolégico compacto que satisface las hipdtesis del Ejemplo 7, entonces
obtenemos la inclusién

11 C(X) S LP(X)

y ésta es también acotada.

ProrosicioN 11. Las aplicaciones lineales acotadas T : E; — E, conforman un espacio normado
con la norma (1.1.1), al cual denotamos L(Ey, E;). Si Ey = E; = E, escribimos simplemente L (E).

DEMOSTRACION. [6, Theorem 8.2.1]. O

Ejempro 12. Si E; es un espacio normado cualquiera y E, es un espacio de Banach, entonces
L(E1, Ey) es un espacio de Banach [6, Theorem 8.2.2]. En particular, tomando E, = C, obtenemos
para todo espacio normado E su espacio dual (topologico)

E* := L(E,C)
el cual es siempre un espacio de Banach.

Ejempro 13. Si E es un espacio de Banach y E’ es un subespacio de E, entonces E’ es un espacio
de Banach (con la norma heredada de E) si y sélo si es un subespacio cerrado de E. (Esto se sigue
facilmente de las definiciones).

EjempLo 14. SiE esun espacio normado y E’ es un subespacio cerrado de E, entonces el cociente
E/E’ es un espacio normado, con la norma

llx+E’|| = inf |lx -y
yeE’
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(Si E’ no es cerrado, la férmula precedente define una seminorma y no una norma). Ademas, si E es
un espacio de Banach, el cociente E/E’ también lo es [6, Theorem 8.4.5].
Desde luego, la proyeccién al cociente 7 : E — E/E’ es acotada con norma a lo sumo 1, ya que

()l = llx + E’|l = inf [lx —yl| < [lx = Ol = [Ix]|
y€eE 0€E’

Se tiene entonces la siguiente inclusion:
7(B(0, 1)g) € B(0, 1)g/p

A continuacién veremos que esta inclusién es de hecho una igualdad. Si ||x + E’||[g/p» < 1, entonces
existe un ¢ > 0 tal que ||x + E’||g/p + € < 1,y como por definicién es

llx + E'llg/er = inf ||x —yllE
yeE’

podemos tomar un y € E’ tal que
lx = ylle = llx+ E'llg/p < €
y por lo tanto
llx = ylle < llx + E'llg/p + e < 1
esto es,
x—y € B(0,1)g
Como y € E’, tenemos
Xx+E =x-y+E =nx(x—y) € x(B(0,1)g)

Al ser nuestro x + E’ un elemento arbitrario de B(0, 1)g/g, concluimos que

B(0, D)g/er € m(B(0, 1)g)
Resumiendo, tenemos:
(1.1.2) 7(B(0,1)g) = B(0, 1)g/pr

y en particular, ||| = 1.

Sea ahora T : E; — E, una aplicacién lineal acotada entre dos espacios normados, y sea E{
un subespacio cerrado de E; tal que E] C ker(T). Entonces a nivel algebraico podemos «pasar al
cociente» y obtener una aplicacién lineal

TE]/E{ —>E2

tal que Ton=T,donde r : E, — El/Ei es la proyeccidn al cociente. Por (1.1.2) tenemos
T (B(O. Ur, ;) =T (=(B(O, Dg,)) = T(B(O, D)

y como T es acotada, este conjunto es acotado, mostrando que T es también acotada, con norma
T = [IT]l-

Ejempro 15. Si E y E’ son espacios normados, entonces podemos considerar su suma directa
externa E €P E’ con la norma [|(x,y)|| = |Ix|| + ||yll. Si E; y E; son espacios de Banach, entonces
E, EB E, también lo es [6, Theorem 8.4.2(a)]. (De aqui en adelante, E EB E’ denotara la suma directa
externa con esta norma, y para las sumas sumas directas internas utilizaremos el simbolo ®).

Un teorema fundamental en la teoria de los espacios de Banach es el siguiente:

TeoreMA 16. (Teorema de la Inversa Acotada). Sea T : E; — E, un isomorfismo lineal acotado
entre espacios de Banach. Entonces su inversa T~': E, — E; es también acotada. Equivalentemente, T
es un homeomorfismo (ver Proposicion 9).

DEMOSTRACION. [6, Theorem 8.7.6]. O
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DerINICION 17. Sean E’ y E”” subespacios cerrados de un espacio de Banach E, y supongamos que
E=E®E" (estoes, EENE” = {0} y (E'"UE") = E). Entonces decimos que E”’ es un complemento
de E’ [en E], y que E’ y E”” son complementarios [en E].

ProrosicioN 18. Sea E un espacio de Banach y sea E’ un subespacio de E.
(a) Si dim(E’) < oo, entonces E’ es un subespacio cerrado, y admite un complemento E” en E.
(b) Si codim(E’) < ooy E’ es cerrado en E, entonces E’ admite un complemento E” en E.

DEMOSTRACION. [12, Proposition 4.16]. O

ProrosicioN 19. Sean E’ y E” subespacios complementarios de un espacio de Banach E. El isomor-
fismo lineal canénico © : E' @ E”” — E dado por (x,y) +— x + y es un homeomorfismo.

DeMoOSTRACION. Como ||©(x,y)|| = |lx + yll < |Ix|| + llyll = ||(x, y)]l, la aplicacién © es aco-
tada. Por los Ejemplos 13y 15, E’ @ E” es un espacio de Banach, por lo cual © es un isomorfismo
lineal acotado entre dos espacios de Banach. Por el Teorema de la Inversa Acotada, es entonces un
homeomorfismo. O

CoroLario 20. Sean E’ y E” subespacios complementarios de un espacio de Banach E. SeaP : E — E
la proyeccion a E” a lo largo de E”. Entonces P es una aplicacion lineal acotada, y por lo tanto también lo
es la proyeccion complementaria Idg — P : E — E, con niicleo E’ e imagen E”.

DemosTRACION. Usando la Proposicién 9 y la Proposicion 19, vemos que P es acotada si y s6lo
si P es continua, que P es continua si y sélo si P o © es continua, y que P o © es continua si y sélo si
P o ® es acotada. Y en efecto, P o © es acotada:

1P o O, y)ll =[xl < [lxll + Iyl = [[(x, )l
O

ProprosicION 21. Sean E; y E, espacios de Banach. Sea T € L(E;, E;) una aplicacion de rango
finito n. Entonces existen vectores y', ...,y" € E, y funcionales lineales acotados ¢', ..., " € E; tales que

T(x) = ) ¢* ()5
k=1
para todo x € Ej.

DEMOSTRACION. Para n = 0 no hay nada que demostrar. Si n = 1, entonces im(7T) es un espacio
vectorial de dimensién 1, digamos im(T) = (y!). La aplicacién Ry : C — im(T) dada por A — Ayt
es claramente un isomorfismo lineal acotado, y por el Teorema de la Inversa Acotada su inversa
R;ll :im(T) — C es también un isomorfismo lineal acotado. Luego podemos tomar

¢! =Ro T . g - C
y con esta definicién, ¢! resulta un funcional lineal acotado que satisface
T(x) =T (x) = Ry o R o TP (x) = Ry (¢ (%)) = ¢ (x)y'

Habiendo establecido el caso n = 1, basta ahora con ver que toda aplicacién lineal acotada T de rango
finito n se descompone como la suma de n aplicaciones lineales acotadas de rango 1. Esto es claro
paran = 0y n = 1, y procediendo inductivamente basta con ver que todo T € L(Ey, E;) de rango
n+1se descompone comoT =T'+T"”,conT’,T” € L(Ey, E,) de rangos ny 1 respectivamente. En
efecto, si dim(im(7T)) = n + 1, podemos escribir a im(T) como la suma directa de dos subespacios,
digamos im(T) = V' & V", con dim(V’) = ny dim(V"”) = 1. Como V' y V" son de dimensi6n
finita, son subespacios cerrados de im(T), y al estar en suma directa son complementarios en im(T).
Seat:im(T) — E, lainclusion, y sea P € L(im(T)) la proyeccién a V' alo largo de V”’. Entonces
Idim (1) — P € L(im(T)) es la proyeccién complementaria, esto es, la proyeccién a V*” a lo largo de
V', y tomando
T’ = pTI™D)



1.1. ESPACIOS DE BANACH 12

T” = 1(Idim(r) — P)TI™T)
vemos que en efecto T’ y T”” son aplicaciones acotadas de rangos n 'y 1 respectivamente, tales que
T =m0
= (P + Idip(y — P)T™D
= PT™D 4 ) (Idipy () — P)T™D
=T +T"
O

DEerINICION 22. Sean E; y E, espacios de Banach. Entonces definimos el siguiente subconjunto
de L(El, E2)2

GL(E\,Ey) ={T € L(E1,E) : 3S € L(EyEy) : ST =1dg, yTS = 1dg, } .
En el caso en que E; = E; = E, escribimos simplemente G L (E).

Lema 23. Sea E un espacio de Banach y sea T € L(E) tal que ||T|| < 1. Entonces Idg — T es
inversible.

DemosTrACION. Si ||T|| < 1,laserie }),-o T" converge absolutamente, y por lo tanto converge
en L(E) (por el Ejemplo 12 y el Lema 2). Como ||T|| < 1, por la Observacién 8 tenemos

0 < |ITN*!|| < |ITIN*' — 0 cuando N —

y por lo tanto la serie ), T" es un inversa a ambos lados de Idg — T

N
lim (Idg — T) (Z T") N N+l
N—oo n= _ n n

( > T”) (Idg—-T) ~ lim ( > T") (Idg = T) n=1
0

n>0 N—oo \ p=

(Idp - T) ( 2 T")

n>0

= lim Idg — TN*!
N—ooo
=1dg
|

ProprosiciON 24. Dados dos espacios de Banach Eq y E,, el conjunto GL(E1, E;) es abierto en
L(Ey, Ey).

DeMosTRACION. El Lema anterior nos dice que
(1.1.3) B(Idg,, 1) £(g,) € GL(E)

Dadoun A € GL(E, E,), queremos ver que A es un punto interior de G L (E1, E;). A tal fin, consi-
deremos el isomorfismo lineal

La: L(E1) = L(Ey, E),

dado por
T — AT

y con inversa

La-1 : L(E1, Ez) — L(Ey)
dada por

T — AT’

Por la Observacion 8, ambas aplicaciones lineales son acotadas, con lo cual L4 es un homeomorfismo.

Ademas, es claro que Ly(GL(E1)) € GL(E4, Ey). Luego si aplicamos L4 a ambos lados de (1.1.3),
obtenemos

La(B(Idg,, 1)) € La(GL(E1)) € GL(Ey, Ez)
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Ahora bien: la bola B(Idg,, 1) es una vecindad de Idg, en L(E;) y la aplicacién Ly : L(E;) —
L(Ey, E;) es un homeomorfismo, por lo cual laimagen La (B(Idg,, 1)) es una vecindad de L4 (Idg,) =
Aen L(E, E;). Luego A es un punto interior de G L(Ey, E,), como queriamos demostrar. |

DEerINICION 25. Sea E un espacio de Banach. Un operador sobre E es un endomorfismo lineal
acotado de E, esto es, un elemento T € L(E).

Los operadores T : E — E, a diferencia de las aplicaciones lineales entre espacios vectoriales
distintos T : E — E’, nos dan la posibilidad de comparar un vector x € E con su imagen Tx € E. En
particular, fijado un operador T € L(E) y dado un escalar A € C, podemos intentar hallar vectores
no nulos x € E \ {0} tales que! T(x) = Ax. Esto equivale a hallar elementos no nulos del niicleo del
operador T — Aldg. Los A € C para los cuales esto es posible son precisamente los A € C tales que
ker(T — Aldg) # 0, y se denominan los autovalores de T. Como

(1.1.4) ker(T') #0 = T’ ¢ GL(E),
el conjunto de autovalores de T esta incluido en el espectro de T, el cual definimos a continuacién:
DErFINICION 26. Sea E un espacio de Banach. El espectro de un operador T € L(E) es el conjunto
o(T) ={AeC|T-Adg ¢ GL(E)}
Su complemento
p(T) =C\No(T)={AeC|T-AMdg € GL(E)}
se denomina el conjunto resolvente de T.

En dimensidn finita, el conjunto de autovalores coincide con el espectro, porque para operado-
res de dimension finita la implicacion (1.1.4) es una equivalencia. Pero en dimension infinita, hay
operadores no inversibles que sin embargo tienen nucleo trivial. Por ejemplo, para todo p > 1, el
operador «shift» S € £(¢) dado por

(x0, X1, %2, ...) = (0, x0, x1, ...)

posee nucleo trivial, pero no es inversible puesto que no es no suryectivo. Luego, cuando la dimensién
es infinita, el espectro es en general un conjunto mas grande que el conjunto de autovalores.

ProrosiCION 27. Sea E un espacio de Banach y sea T € L(E) un operador. Entonces su espectro
o(T) es compacto.

DeEMOSTRACION. Si [A| > ||T||, es ||%|| = ﬁHTH < 1, por lo cual el operador Idg — % resulta
inversible por el Lema 23. Como |A| > ||T|| = 0, tenemos —A # 0, con lo cual el operador T — Aldg =
-2 (ldg - %) también es inversible. En resumen, si |A| > ||T|| entonces A € p(T). Luegosi A € o(T)
ha de ser |A| < ||T||, lo cual demuestra que o(T) es acotado.

Resta ver que o(T) es cerrado, o lo que es lo mismo, que p(T) es abierto. Pero p(T) no es més
que la preimagen de G L (E) bajo la aplicaciéon continua C — L(E) dadapor A — T — AL,y GL(E)
es abierto en L(E) por la Proposicién 24. ]

Para concluir esta seccién, incluimos un lema técnico sobre la convergencia puntual de opera-
dores que utilizaremos mas adelante.

Lema 28. Sea E un espacio de Banach y sea E’ un subespacio de E. Sea T € L(E) y sea (Ti)xso0 C
L(E) una sucesion de operadores tal que

klim T (x) = T(x)

para todo x € E’ y tal que la sucesion de normas || T ||, k > O estd acotada por una constante C. Entonces
también se tiene

lim Ti(x) = T(x)

k—o0
para todo x € E.

1EStOS elementos se conocen como autovectores de autovalor A
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DEMOSTRACION. Sea x € E’,y sea (x,)n>0 C E’ una sucesion de elementos de E’ tal que

Iim x, =x

Entonces tenemos
IT(x) = Te()|l = IT(x) = T(xn) + T (xn) — Tie(xn) + Tic(xn) = Tic() |
< NIT(x) = Tl + 1T (xn) = Tie Cen) | + 1T () = Tie ()
= 1T (x = xn) | + 1T (xn) = Te Cxn) [l + 1T (30 = x) ||
< NITMx = xnll + 1T (xn) = Tie Gen) | + [ Tl G = )
= (ITI+ N Tl lx = xnll + 1T (xn) = Tie ()l
< UITN+O)llx = xnll + 1T (xn) — Tic (xn) |l

paratodon € N.
Sea ¢ > 0. Tomemos un n € N tal que ||x — x,|| < % Habiendo fijado dicho valor de n,
tomemos K € N tal que paratodo k > K se tiene || T (x,,) —Tx (x,)|| < 5. A partir de las desigualdades

precedentes vemos que para todo k > K es

£/2 £
T(x)-T, <(T|+C)—=—=+=-=c¢.
TG0 =Tl = (Tl + O o+ =
Como ¢ > 0 era arbitrario, esto muestra que limg_,q, Tr(x) = T(x). m]

1.2. Espacios de Hilbert

Dr. von Neumann, ich michte gern wissen, was ist dann eigentlich ein Hilbertscher Raum?* —
David Hilbert (citado en [8])

Recordamos que un producto interno sobre un espacio vectorial E es una aplicacion (—, —) : E X
E — C tal que para cualesquiera x, xo, x; € Ey A € C se tiene

(x0 + Ax1,x) = (x0, X) + A{x1, X)

(x0, X1) = (X1, X0)

(en particular, {x, xo + Ax1) = (x, xp) + Ax, x1) y{(x,x) eR)y

<x:x> ERZO
(,x) =0 & x=0

Todo producto interno sobre E induce una norma, dada por la férmula

(1.2.1) llx|l == V{x, x)

Por lo tanto todo espacio con producto interno es en particular un espacio normado, con la norma
inducida por el producto interno mediante dicha (1.2.1).

OBSERVACION 29. Al igual que sucede con las normas en un espacio normado, todo producto
interno sobre un espacio es continuo (en ambas variables) respecto a la métrica inducida por lanorma
(0.0.5).

DeriNiciON 30. Sea E un espacio vectorial con producto interno (—, —). Decimos que es un
espacio de Hilbert si el espacio normado asociado es un espacio de Banach. En otras palabras, E es
un espacio de Hilbert si y sélo si E es completo con la métrica inducida por la norma ||x|| := /{x, x).

2«Dr. von Neumann, me gustaria mucho saber: s;qué es [realmente] un espacio de Hilbert?»
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EjempLo 31. Sea (X, %, 1) un espacio de medida. Entonces L?(X) es un espacio de Hilbert, con
el producto interno dado por

(f.g) = /X fady

(La norma inducida es claramente la norma definida en el Ejemplo 4). En particular, £ es un espacio
de Hilbert, con producto interno dado por

((5a)nz0, Ynlnz0) = D Xn¥n
n=0
y analogamente para £*(Z).

DEFINICION 32. Sea .77 un espacio de Hilbert. Dado un subconjunto X C 7, definimos su
complemento ortogonal X+ como

Xt ={x"es|VxeX, (x,x') =0}

—1
OBSERVACION 33. Es claro que X es cerrado y que X+ = (X)* = (X) , y de hecho X* es un
complemento de (X).

Una base de un espacio vectorial E es un conjunto linealmente independiente de vectores (b;);c 1
tal que todo elemento de E puede expresarse como una combinacién lineal de los (b;);cr. En este
sentido, es un hecho conocido que todo espacio vectorial admite una base. Sin embargo, al hacer
analisis querriamos tener una nocién distinta de base, que admita «combinaciones lineales infinitas».
Los espacios de Hilbert ofrecen una nocién muy cémoda de «bases» de este estilo, llamadas «bases
de Hilbert»:

DEFINICION 34. Sea .77 un espacio de Hilbert. Un conjunto # C 7 se dice ortonormal si para
cualesquiera b, b’ € A se tiene

0 sib#?

bb'y =68, =
(b:5%) = O 1 sib=b

Es facil ver que todo conjunto ortonormal es linealmente independiente. Un conjunto ortonor-
mal es una base de Hilbert (o base ortonormal, o simplemente base®) si cumple cualquiera de las
condiciones equivalentes de la siguiente Proposicién:

PrOPOSICION 35. Sea 5 un espacio de Hilbert y sea 8 C 7 un conjunto ortonormal. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) B+ = {0}
x= > (x,b)b

(b) Para todo x € E se tiene
beRA

(con una cantidad a lo sumo numerable de coeficientes (x, b) no nulos)
(c) (B) es denso en H.

En caso de que valgan estas afirmaciones, es
2 2
xlI? = " [¢x,b)l
be#

DEMOSTRACION. Para (a) = (b) véase [6, Theorem 11.3.4]. Las implicaciones (b)) —
(¢) = (a) son inmediatas. Por ultimo,

IKIP = { D Gebdb, ) ebb ) = > (x b)) (b.b) = ) [k b))

beA b eR b,b’'eRB ~~ beA
:§b,b'

3Sin embargo, las bases de Hilbert en general no son bases en el sentido del élgebra lineal («bases de Hamel»)
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Asi como tenemos una buena nocién de «base», tenemos también una buena nocién de «dimen-
sion»:

PrOPOSICION 36. Sea 7 un espacio de Hilbert y sea 8’ C 2 un conjunto ortonormal. Entonces
A’ puede ser extendido a una base de Hilbert 8 de 7. En particular, todo espacio de Hilbert 7€ posee una
base de Hilbert 28. Ademds, el cardinal | 2| es independiente de la base elegida, y es llamado la dimension
de Hilbert de 7. Si F y 4 son dos espacios de Hilbert con la misma dimension de Hilbert, existe un
isomorfismo lineal T : 7 — 6 tal que (Tx,Tx’) = (x,x’) para todo par de vectores x,x’ € F. En
particular, T es una isometria suryectiva y por lo tanto un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. [6, Proposition 11.3.2, Proposition 11.3.5, Corollary 11.3.6]. O

DEFINICION 37. Sea ¢ un espacio de Hilbert. Decimos que .7 es separable si su dimension de
Hilbert es a lo sumo numerable.

OBSERVACION 38. Por la Proposicion 36, los espacios de Hilbert separables de dimensién infinita
son todos isométricamente isomorfos.

Finalmente introducimos la importante nocién de la aplicacién adjunta de una aplicacién lineal
acotada entre espacios de Hilbert:

ProrosiCiON 39. Sean 4 y 7 dos espacios de Hilbert, y sea T € L(54, 76) una aplicacion
lineal acotada entre ellos. Entonces existe una tinica aplicacion lineal T* : 76, — F€ tal que

(Tx,y) = (xT'y)
para todo par de vectores x € Sy y € J. Esta aplicacion se llama la adjunta de T, y es también
acotada: T* € L(.76, 7). Ademds, si T,T" € L(5,.75) y A € C, tenemos

(T)" =T
(1.2.2) T = ITII* = IT°T |
J
(1.2.3) (T+AT)* =T* + AT"*
y si FE es un tercer espacio de Hilbert y S € L(5%, 73), se tiene
(ST)" =T"S".
DEMOSTRACION. [6, Theorem 11.4.3, Theorem 11.4.4]. O
EjempLo 40. Consideremos el «operador shift» en £2, dado por
S : (x0, x1, %2, ...) — (0, x0, X1, ...)
Su adjunto es el «operador coshift> dado por
S* 1 (x0, X1, X2, ...) — (X1, %2, %3, ...)

como el lector puede verificar.

EjempLo 41. Sea 57 un espacio de Hilbert y sea #4 una base de Hilbert de .7#. Tomemos un

subconjunto ' C 98 de labase. Consideremos el subespacio cerrado S’ = (Z8’). Con el producto
interno heredado de 7, este subespacio es nuevamente un espacio de Hilbert (por el Ejemplo 13)
con base de Hilbert 2’. Consideremos el operador P € L (3¢, 7#") dado por

x= 3 (0 b)b > P(x) = ) (xb)b
be# b eB
Por otro lado, sea 1 € L(H’, ) la inclusién. Entonces es P* = 1, como el lector puede verificar.
EjempLo 42. Sea 77 un espacio de Hilbert y sea P € L(.7¢) una proyeccion ortogonal, esto

es, un operador idempotente tal que im(P)* = ker(P). Entonces es P* = P (en otras palabras, P es
autoadjunto), como el lector puede verificar.
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OBSERVACION 43. Sea .77 un espacio de Hilbert y sea .77 un subespacio cerrado de .77. Por el
Ejemplo 13, 77" es nuevamente un espacio de Hilbert (con el producto interno heredado de .7¢). Por
la Proposicién 36 podemos tomar una base de Hilbert 8’ de 7¢”, y extenderla a una base de Hilbert
A de . Luego podemos definir la proyeccion ortogonal a 77"’ como el operador P € L(.7) dado
por

x= Z (x,b)b > P(x) = Z (x,b")b’
be# b e
(la diferencia con el Ejemplo 41 es que aqui el codominio es nuevamente 7).

EjempLO 44. Sean J# y 5% espacios de Hilbert. Si T € L (5%, 74;) es de rango finito, también
loes T" € L(J6,74). En efecto, si im(T) es de dimensién finita, es un subespacio cerrado (por
la Proposicion 18), por lo cual la Observacién 43 implica la existencia de una proyeccién ortogonal
P € L(.75) con imagen im(T). Luego, por el Ejemplo 42 y la Proposicion 39 tenemos

T =(PT)"=T'P*=T'P
y como P tiene rango finito, lo mismo ocurre con TP = T*.

OBSERVACION 45. Supongamos ahora que tenemos dos espacios de Hilbert J#] y 45 con bases
ortonormales #; = {b; | j € J}y %, = {b; | i € I} respectivamente. Entonces podemos
representar a T (respecto a las bases indicadas) mediante una «matriz 7 X J » cuya «entrada (i, j)»
es el i-ésimo coeficiente de T'(b;) respecto a %,. Mas precisamente, tenemos una asignacién

Matggl’%z(T) Ix9g—-C
dada por
(i, j) ¥ (T(b;), b7)
En particular, la «j-ésima columna» de dicha matriz representa al vector T(b;). Es claro que
Mate%l,p,gz (T + AT’) = Matggl,ggz (T) + AMat,%’l,,%’z (T’)
(donde la suma y el producto por escalares del lado derecho estin dados entrada por entrada) y es un

ejercicio sencillo verificar que Matg, 4, (T™) es la «transpuesta conjugada» de Matg, %, (T), esto es,
que

Matg, 2, (T%)(j, i) = Matg, 5,(T) (i, j)

Por ultimo, notemos que Matg, 5, (T) captura toda la informacién de T (esto es, que la aplicacién
Matg, 3, (=) : L(I, 7#5) — CT*T esinyectiva): en efecto, como T es continuay (%) es denso en
J#, para conocer T basta con conocer T\(#,y, y como T es lineal basta con conocer los valores de T
en los vectores de %,. Finalmente, para conocer los distintos valores T'(b;), j € J basta con conocer
sus coeficientes (T'(b;), b;) respecto a %,, que son precisamente las entradas de Matg, 4, (T).

Este tipo de representaciones matriciales nos sera ttil mas adelante, y escribiremos simplemente
Mat(—) cuando las bases de Hilbert estén claras por el contexto.

1.3. Operadores compactos

En mi gobierno se acabardn los operadores —Alberto A. Ferndndez

A continuacién definimos una clase importante de operadores, que podemos considerar en cierto
sentido como los «operadores pequefios».

DEFINICION 46. Sean E; y E, espacios de Banach y sea T € L(Ey, E;) una aplicacién lineal
acotada. Decimos que es compacta si y solo si T(B(0, 1)g,) es compacto. En particular, todas las
aplicaciones lineales acotadas de rango finito son compactas. Notamos K(Ey, E;) € L(E, E;) al
subconjunto de las aplicaciones compactas. Si E; = E, = E, escribimos simplemente K (E).

ProrosicioN 47. Sean Eq y E, espacios de Banach. Los operadores compactos forman un subespacio
cerrado K (Eq, Ey) € L(Ey, Ey). Ademds, dados espacios de Banach Eq y E3 y aplicaciones A € L(Ey, E),
T € K(E,E;) y B € L(E;, E3), se tiene BTA € K(Eo, E3). En particular, K (E) es un ideal bildtero
cerrado del dlgebra L(E).
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DEMOSTRACION. [12, pp. 227-8]. O

LEma 48. Si T € L(E) es un operador compacto, entonces ker(Idg — T) es un subespacio cerrado de
dimension finita, im(Idg — T) es un espacio cerrado de codimension finita, y de hecho estos dos niimeros
coinciden:

dimker(Idg — T) = dim coker(Idg — T)

DEMOSTRACION. [12, Lemma 7.9, Theorem 7.17, Lemma 7.18]. O

En los espacios de Hilbert, los operadores compactos admiten la siguiente caracterizacién sen-
cilla:

ProPOSICION 49. Sean 71 y % dos espacios de Hilbert. Entonces una aplicacion T € L (4, 76)
es compacta si y solo si es un limite de aplicaciones acotadas de rango finito.

DEMOSTRACION. [12, Proposition 7.6]. O

CoroLario 50. Sean J¢ y 76 dos espacios de Hilbert y sea T € K(I4, 76). Entonces T* €
7((%3 ‘%ﬂl)'

DeEMOSTRACION. Esto se sigue inmediatamente combinando la Proposicién 49 con el Ejemplo
44 y utilizando las ecuaciones (1.2.2) y (1.2.3) de la Proposicién 39. ]



Capitulo 2

Funciones sobre T

You've been

Winding me up too long

I'm over my head, is it day or night?

— «Winding Me Up», The Alan Parsons Project

2.1. Definicion elemental del nimero de giros

Esta seccidn esta dedicada a responder la siguiente pregunta: dada una curva cerrada
y:[0,1] —» C*

scudntas veces gira en torno al origen? Aqui queremos contar como positivas todas las vueltas com-
pletadas en sentido antihorario y como negativas todas las vueltas completadas en sentido horario,
pretendiendo en dltima instancia obtener un nimero entero que represente la cantidad neta de giros,
vale decir, la cantidad de giros positivos menos la de giros negativos. Una manera de intentar llevar
esto a cabo es escribiendo a nuestra curva en «forma polar»,

2.1.1) y(s) = ly(s)[e®®
para cierta funcién continua 6 : [0, 1] — R. Si conseguimos esto, entonces el nimero de giros sera'
0(1)-6(0
(2.12) o) - 69
2

ya que por cada vuelta recorrida en sentido positivo, 8(s) crece 2 unidades, mientras que por cada
vuelta recorrida en sentido negativo, 6(s) disminuye 27 unidades. (Aqui estamos utilizando implici-
tamente la hipétesis de la continuidad de 0).

Notemos que (2.1.1) equivale a

r(s) _ £i0(5)
ly(s)l
paratodo s € [0, 1], o equivalentemente,
(2.1.3) Ny=pof
y(s) 0

donde Ny : [0, 1] — T esla curva normalizada s — Yo Y P R — T es el revestimiento 6 — e’

OBSERVACION 51. Notemos que p tiene periodo 27, y que de hecho p(1) = p(A’) siy sélo si
existeun k € Z tal que A + 2kx = 1.

Elijamos un 6y € R tal que p(8y) = Ny(0), esto es, un «argumento» para y(0). Como p es
un revestimiento, existe un unico levantamiento de Ny a lo largo de p con condicién inicial 8y [9,
Corollary 11.14], esto es, una unica funcién continua

0:[0,1] > R
tal que

(2.1.4) 0(0) = 0o pol=Ny

ISe trata de un niimero entero porque elf() = y(1) =y(0) = i0(0) y en consecuencia 6(1) — 0(0) € 2nZ.

19
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y esta tltima condicidén es precisamente la que queriamos (2.1.3). Luego podemos tomar (2.1.2) como
la definicién del nimero de giros de y, siempre y cuando mostremos que es independiente de la
eleccién de 0. Pues bien: si elegimos otro valor para 0, digamos 65, obtenemos otra funcién continua

0" :[0,1] - R,

que es la tnica que satisface las condiciones

(2.1.5) 0'(0) = 6 pob =Ny
Juntando las condiciones (2.1.4) y (2.1.5), vemos que
p(00) = p 0 0(0) = Ny(0) = po0'(0) = p(6)
y por la Observacion (51) esto implica que
0o + 2k = 6

para cierto k € Z.
Pero entonces la funcién continua

0+2kr:[0,1] > R
s> 0(s) +2km
posee condicién inicial
(6 + 2km)(0) = 6(0) + 2k = Oy + 2kn = 6

y también levanta a Ny a lo largo de p, puesto que

p((0+2km)(s) = p(B(s) +2km) = p(6(s)) = Ny (s)
En consecuencia, por la unicidad del levantamiento 6, obtenemos la igualdad funcional

0" =6+ 2kr
y por ende tenemos
0'(1) = 0’(0) _ [0(1) +2kx] - [6(0) +2kx] _ 0(1) — 6(0)
2 2 2

mostrando asi que (2.1.2) es independiente del levantamiento elegido, como habiamos afirmado.
A continuacién resumimos nuestras conclusiones:

PROPOSICION 52. Dada una curva cerrada y : [0,1] — CX, y dado 0y € R tal que e'% = %;
existe una tinica funcién continua
0:[0,1] > R
con condicién inicial 0(0) = 6 tal que
y(s) = Iy(s)le”®
para todo s € [0, 1]. Ademds, la expresion w no depende de la eleccion de 0.

DEerINICION 53. Definimos pues el namero de giros de y alrededor del 0 como
(10 = 2000
T

Mas generalmente, dada una curva cerrada y : [0,1] — C \ {z}, definimos su niimero de giros
alrededor de z como

n(y,z) = n(y - z,0)
donde y —z : [0, 1] — C* esla curva cerrada dada por s — y(s) — z. En otras palabras, para calcular
el numero de giros alrededor de z de una curva cerrada y : [0,1] — C \ {z}, la trasladamos para
obtener una curva cerraday —z : [0, 1] — C* que rodea al 0 de la misma manera en la que y rodeaba
a z, y calculamos el nimero de giros de esta nueva curva y — z alrededor del 0, lo cual ya sabemos
cémo hacer.
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AR

Ficura 2.1.1. Esta curva tiene niimero de giros 2 respecto al 0

2.2. Forma normal homotodpica

En esta seccion demostraremos que si y : [0,1] — C* es una curva cerrada con n(y,0) = n,
entonces podemos «deformarla continuamente» (a través de otras curvas cerradas) a la curva cerra-
dat > €2 = p(t27n), la cual recorre el circulo |n| veces a velocidad constante, y en sentido
positivo (resp. negativo) sin > O (resp. si n < 0). En primer lugar debemos formalizar la nocién de
«deformacién continua»:

DErFINICION 54. Sean X y Y dos espacios topologicos y sean fp, fi : X — Y dos funciones conti-
nuas. Una homotopia entre f;y fi esunaaplicacién continua H : XX[0, 1] — Ytalque H(—,0) = f;
y H(—, 1) = fi. Intuitivamente, se trata de una deformacién continua de f; a fi, pasando por las fun-
ciones intermedias f; = H(—,t) : X — Y. Escribiremos en azul al «parametro de deformacién»

€ [0, 1]. En caso de existir una homotopia H entre fy y fi, decimos que f; es homotépicaa fi (o que
foy fi son homotopicas) y escribimos H : fy = fi.

ProprosICION 55. La relacién «homotdpica a» es una relacion de equivalencia.

DemosTRACION. Toda funcién continua f : X — Y es homotdpica a si misma mediante la
homotopia H(x,t) := f(x), con lo cual la relacién de homotopia es reflexiva. Por otro lado, dada
una homotopia H : f; ~ f}, podemos exhibir una homotopia «inversa» H™ : f; =~ f;, definida por la
formula H™ (x, t) := H(x, 1 — t). Por ultimo, supongamos que tenemos dos homotopias H : fy ~ f
y H : fi = f,. Entonces podemos «concatenarlas», recorriendo cada una al doble de velocidad
para que todo entre en el intervalo temporal [0, 1], obteniendo asi una nueva homotopia H' * H :
X x [0,1] — Y definida por la férmula

H(x,2t) si0 <t
H'(x2t-1) sii<t<

IN
—_— N

(H «H)(x,t) =

Con esta definiciéon, H' = H : X X [0, 1] — Y resulta continua gracias al lema del pegado para dos
cerrados, a saber: X X [0, %] y X X [%, 1], y claramente tenemos H' = H : fy ~ f. O

OBSERVACION 56. Notemos que la cuestion de si dos funciones fy, fi : X — Y son o no ho-
motdpicas depende fuertemente del codominio Y que tomemos. Por ejemplo, fijemos dos nime-
ros reales a,b € R tales que a < b. Si tomamos X = {x} y Y = R, entonces las funciones
fo, fi : * > Rdadaspor fy : x — ay fi : ¥ — b son homotdpicas mediante la homotopia «conve-
xa» H(x,t) := (1 — t)a+ tb. La misma homotopia sigue funcionando si tomamos Y = [a, b], ya que
tanto fy y fi como H se correstringen a [a, b]. Sin embargo, si tomamos Y = [q, b] \ {“ZLI’} (0 mas
dramaticamente adn, si tomamos Y = {a, b}) no puede haber ninguna homotopiade fo : {x} = Y
a fi : {x} — Y, ya que tal homotopia nos daria un camino en [a, b] \ {“ZL[’} (resp. en {a, b}) entre
fo(x) = ay fi(x) = b, lo cual es imposible (por el Teorema de Bolzano).

TeEOREMA 57. Seay : [0, 1] — C* una curva cerraday sean := n(y,0) su niimero de giros alrededor
del 0. Sea £, : [0,1] — T C C* la curva cerrada s — e''S*™, Entonces existe una homotopia

H:[0,1] x[0,1] —» C*

H:y={(,
tal que cada H(—, t) es una curva cerrada.
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DEMOSTRACION. Probaremos nuestro teorema en tres pasos: primero deformaremos una curva
cerraday : [0,1] — C* a su normalizaciéon Ny : [0,1] — T c C*. Luego deformaremos su nor-
malizaciéon Ny a una curva cerrada o : [0, 1] — T C C* que comienza y termina en el punto 1 € T.
Finalmente, deformaremos esta curva cerrada a la curva {,,, donde n = n(y, 0). Estas tres deformacio-
nes se haran pasando unicamente por curvas cerradas. Al concatenarlas, habremos obtenido nuestra
homotopia H.

En primer lugar, consideremos la homotopia

J:[0,1] x [0,1] = C*

Jy=Ny
definida mediante
J(s,8) = (1= )y(s) + Ny (s)
La continuidad es clara (J es la <homotopia convexa» entre y y Ny). La funcién se correstringe

a C* porque, para cada s € [0, 1], el segmento que une a y(s) con Ny(s) = Ij):g;l no pasa por el 0.

Ademas, es claro que cada «curva intermedia» J(—, t) = (1 — t)y(—) + tNy(—) es una curva cerrada,
ya que y y Ny lo son.

Ahora tomemos un 6 tal que e’ = Ny(0) = Ny(1) y consideremos la curva cerrada o :
[0,1] — T c CX dadapors — e "% Ny(s). Esta curva no es mas que el resultado de «girar» la
curva Ny para que comience y termine en 1 € T.

Tenemos entonces una homotopia

K:[0,1] x[0,1] > T cC*
K:Ny=~o¢o
dada por
K(s,t) = e_”eONy(s)

Nuevamente, cada curva intermedia K(—, t) = e %N Y es una curva cerrada, puesto que Ny lo

es.
Finalmente, aplicando la Proposicién 52 a la curva ¢ y teniendo en cuenta que o(0) = 1 = €’

(esto es, podemos tomar 8y = 0) obtenemos una funcién continua 6 : [0, 1] — R tal que
2.2.1) 0(0)=0
y

o(5) = [o(9)|e?t) = e

0(1)-6(0) _ 6(1)

para todo s € [0, 1]. Por definicién, tenemos n := n(o,0) = = S

(2.22) 0(1) =2zn

por lo cual

Consideremos la homotopia
L:[0,1] x[0,1] - T cC*

L:ox>{,
dada por

L(s: t) = ei[(lit)g(s)"'tSZn'n]

Una vez mas, cada curva intermedia L(—, t) es cerrada:

L(0,t) = e9=1 L(1,t) = €™M =1
(2.2.1) (2.2.2)

Finalmente, concatenamos las tres homotopias, obteniendo una homotopia
H:=Lx*(K=]J):[0,1] x[0,1] —» C*
H:y={,
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tal que cada curva intermedia

J(—,4t) si0<t <3
H(-t)=1K(-4t-1) sii<t<]
L(-2t-1) sii<t<1
es cerrada. O

2.3. Algunas tecnicalidades topologicas

En esta seccion obtendremos ligeras variantes del Teorema 57, las cuales utilizaremos mas ade-
lante.

Consideremos la funcién continua
q:[0,1] »T

dadapors +— €. Dado que es una suryeccién continua con dominio compacto y codominio Haus-
dorff, es una aplicacion cerrada [4, Chapter IX, Theorem 1.4] y por lo tanto una aplicacién cociente
[4, Chapter VI, 1.4]. Este cociente sélo identifica los elementos O, 1 € [0, 1] entre si. (Esta aplicacién
aparecerd hasta el final de la monografia).

Sea ahora y : [0,1] — C* una curva cerrada. Por definicién esto significa que y(0) = y(1),y
por lo tanto y se factoriza a través de dicho cociente, i.e. tenemos y = 7 o q para una unica funcién
continua j : T — C*. De esta forma obtenemos una correspondencia

{curvas cerradasy : [0,1] — CX} o {funciones continuas ¢ : T — CX}

dada en un sentido por y > 7y en el otro sentido por ¢ o g < ¢. Bajo esta correspondencia, nuestra
familia de funciones (una por cada enteron € Z) {,, : [0,1] — C*,s > glis2mn corresponde a la
familia de funciones &, : T — C* dadas por z + z".

Como [0, 1] es localmente compacto y Hausdorff, la aplicacién

gxid:[0,1] x [0,1] » T x [0,1]

es nuevamente una funcién cociente [4, Chapter XII, Theorem 4.1], que paratodo t € [0, 1] identifica
(0,1) con (1,1).

Seaahora H : [0, 1] X [0, 1] — C* una homotopia entre curvas cerradas (digamos H : y ~ y’) a
través de otras curvas cerradas. Por definicién esto significa que H(0,t) = H(1,t) paratodot € [0, 1],
y por lo tanto H se factoriza a través del cociente q X id, i.e. tenemos H = H o (g X id) para una tnica
funcién continua H : T x [0, 1] — C*. De esta forma obtenemos una correspondencia

homotopias entre curvas cerradas H : [0,1] X [0,1] — C*
a través de curvas cerradas H:y=~y’

. H:TxJ[0,1] - C*

< (homotopias ~ o~
H:y=y

Las observaciones anteriores nos dan la siguiente variacién del Teorema 57:

TeOREMA 58. Sea ¢ : T — C* una funcion continua y sea n := n(¢ o g, 0) el niimero de giros de
@ oq:[0,1] —» C* alrededor del 0. Sea &, : T — C* la funcién continua z +— z". Entonces existe una
homotopia

H:Tx|[0,1] —» C*
H:¢p=§

Si X esun espacio localmente compacto Hausdorft, entonces dar una homotopia H : XX[0, 1] —
Y entre fy y fi equivale (por la ley exponencial [4, Chapter XII, Theorem 3.1]) a dar una aplicacién
continua H* : [0,1] — %(X,Y) tal que H¥(0) = fy y H#(1) = fi. Esto no es més que un camino
entre fo y fi en el espacio de funciones (X, Y). Si Y ademés es un espacio métrico entonces la
topologia de (X, Y) coincide con la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos [4,
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Chapter XII, Theorem 7.2]. En particular, si el espacio [Hausdorff localmente compacto] X ya es de
por si compacto, entonces la topologia de ¢’(X, Y) es la inducida por la «métrica maximo»

d(f. f') = mix | f(x) = ()

Si ademéas Y = C con la topologia métrica estandar, entonces la topologia compacto-abierta de
€ (X,C) = C(X) viene inducida por la norma maximo, ya mencionada en el Ejemplo 6. Toman-

do X = Ty considerando la homotopia H del Teorema 58 postcompuesta con la inclusién C* S C,
obtenemos el siguiente resultado:

CoRrOLARIO 59. Sea ¢ : T — C* una funcién continua y sea n := n(¢p o q,0) el niimero de giros de
@ oq:|0,1] — C* alrededor del 0. Sea &, : T — C* la funcién continua z v+ z". Existe un camino
en el espacio de Banach C(T) que conecta a la funcion ¢ € C(T) con la funcion &, € C(T) mediante
funciones nunca nulas.

2.4. Teoria de la medida sobre T

Si X es un subconjunto abierto en R", visto como un espacio de medida con los conjuntos
Lebesgue-medibles y la medida de Lebesgue, entonces las [clases de] funciones (a valores complejos)
suaves con soporte compacto C.°(X) conforman un subespacio denso de L? (X) [12, Proposition 2.29].
En consecuencia, lo mismo ocurre con cualquier subespacio ain mas grande, como el de las funcio-
nes meramente continuas con soporte compacto, C.(X). En particular, tomando X = (0,1) ¢ R
tenemos:

AFIRMACION 60. El subespacio C.((0, 1)) de LP((0, 1)) es denso.

Como {0, 1} tiene medida nulaen [0, 1], y dos funciones en L? ([0, 1]) que s6lo difieren en {0, 1}
pertenecen a la misma clase, podemos identificar L?((0, 1)) con L ([0, 1]). Al hacer esto, C.((0, 1))
queda identificado con el subespacio

{f eC([0,1])  LP([0,1]) [ 35 > 0: supp(f) C (8,1 5)}

Por lo tanto este subespacio es denso en L? ([0, 1]). Un subespacio mas grande es

Coero([0,1]) == {f € C([0,1]) € LP([0,1]) | £(0) = f(1) = 0}

y otro aiin mas grande es

Coer([0,1]) = {f € C([0,1]) € LP([0, 1]) | £(0) = f(1)}

Asi pues, llegamos la siguiente conclusién:
Lema 61. El subespacio Cper ([0, 1]) de LP ([0, 1]) es denso.

A continuacién dotaremos al circulo unidad T de una medida (su medida natural®) y demos-
traremos algunas de sus propiedades, que seran cruciales en las secciones siguientes. Para empezar,
definimos la siguiente o-algebra:

% = {A C T|q '(A) es Lebesgue-medible en [0, 1]}

donde g : [0, 1] — T es como en la seccién anterior. (En particular, todos los abiertos de T resultan
medibles). Se trata de una o-algebra pues tomar preimagenes preserva el subconjunto vacio, los com-
plementos, las uniones y las intersecciones, y los conjuntos Lebesgue-medibles forman una o-algebra
sobre [0, 1]. Por la definicion de %, una funcién ¢ : T — C es medible siysélosip oq: [0,1] —» C
lo es (y en particular toda funcién continua ¢ : T — C es medible).

Por dltimo definimos la medida p : ¥ — [0, +co] mediante

p(A) = g7 (A)]Leb

ZMas especificamente, su «medida de Haar normalizada». Acd la construiremos de manera ad hoc. Para la teoria
general, véase por ejemplo [6, Chapter 16].
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donde |Z|L¢p, denota la medida de Lebesgue de Z < [0, 1]. Como tomar preimigenes preserva al
subconjunto vacio y a las uniones e intersecciones, y es en efecto una medida. (De aqui en mas, T
tendré siempre esta medida).

OBSERVACION 62. SiO C [0, 1] es un abierto no vacio, entonces existen a, b € Rtalesquea < by
(a,b) C O,porlocual |O|Lep = |(a,b)|Leb = b—a > 0.Luego, si A C T es un abierto no vacio, como
q : [0,1] — T es una suryeccién continua, tenemos que g~ ! (A) es un abierto no vacio de [0, 1], y
por lo tanto p(A) = |g7'(A)|Lep > 0. Llegado este punto, hemos verificado todas las hipétesis de la
Observacion 7, y por consiguiente

ll@lleo = l@llmax
para toda ¢ € C(T). Usaremos esta identidad més adelante sin mayor comentario.

Por otro lado, tenemos
/ pdp = / ¢oq
T [0,1]

para toda ¢ simple, y por lo tanto (por los argumentos habituales de teoria de la medida) para toda ¢
medible. Esto nos da un isomorfismo isométrico entre L?(T) y L? ([0, 1]), dado por ¢ + ¢ o g. Para
p = 2, este isomorfismo es un isomorfismo de espacios de Hilbert:

(o, ¢>L2(T) =/Tf/’¥dﬂ

=/ (p9) o q

[0,1]

=/ (wo)@oq)
[0,1]

=(po CLJ 0 61>L2([0,1])

Bajo este isomorfismo, C(T) se corresponde con Cper ([0, 1]), de lo cual obtenemos el siguiente
resultado:

Cororario 63. C(T) es denso en L*(T).

Estamos ahora en condiciones de probar el siguiente teorema, que es una de las piedras angulares
del Analisis de Fourier:

TeorEMA 64. El conjunto de funciones &, : T — C, z — 2" (n € Z) forma una base ortonormal de
L?(T), a la cual llamamos la base de Fourier.

DEMOSTRACION. Veamos primero que se trata de un conjunto ortonormal. Por las observaciones
precedentes, esto equivale a afirmar que las funciones ¢, = &, 0 g : [0,1] — C, s > €52 forman
un conjunto ortonormal en L2([0, 1]). Y en efecto:

(G Emdr2([o,1]) = /[0 | Cnlm

1
- / ez~32nne—l-52n’md$
0

1
— el s2m(n— m)ds

el s2m(n— m)

_ ’2”(”’")50 sin#m
fo 1ds sin=m
5n,m

3Alternativamente, se puede utilizar el hecho de que, por la «Identidad de Polarizacién», el producto interno en un
espacio de Hilbert estd determinado por la norma, y que por lo tanto toda isometria preserva el producto interno.
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Ahora bien: el subespacio (£,,n € Z) e de L?(T) generado por los elementos &,,n € Z es una
subalgebra de C(T) cerrada por conjugacion, que contiene a las constantes (pues contiene a la funcién
constante & = 1) y que separa puntos (pues ] : z > z los separa). Por lo tanto, la versién compleja
del Teorema de Stone-Weierstrass [4, Chapter XIII, Theorem 3.3] implica que (£,, n € Z) es denso en
C(T) (con la norma méaximo). Como se satisfacen las hipétesis de la Observacion 7, la dltima parte del
Ejemplo 10 implica que (&, n € Z) también es denso en C(T) C L*(T) con la «<norma 2». A su vez,
C(T) es denso en L?(T) (Corolario 63). Luego concluimos que (&,,n € Z) es denso en L>(T). m|

De aqui en mas, siempre utilizaremos esta base para L?(T). Los coeficientes de un vector ¢ €
L?(T) respecto a esta la base de Fourier reciben un nombre especial:

DEFINICION 65. Dado ¢ € L?(T), para cadan € Z definimos el n-ésimo coeficiente de Fourier
de ¢ como

on = (0, &) = /T pEadp

¢ = Zq’ngn

nez
y llamamos a este desarrollo el desarrollo de Fourier de ¢.

Luego



Capitulo 3

Operadores de Fredholm

3.1. Operadores de Fredholm entre espacios vectoriales

En primer lugar definiremos los operadores de Fredholm entre espacios vectoriales (sin presencia
de una norma). En cierto sentido que se hara especifico mas adelante, estos son los operadores «casi
inversibles».

DEeFINICION 66. Sean Vi y V, dos espacios vectoriales. Decimos que una aplicacién lineal T €
Hom(V3, V3) es de Fredholm si su nicleo y conticleo son de dimension finita, y en ese caso definimos
su indice de Fredholm (o simplemente indice) como'

ind(T) = dim coker(T) — dim ker(T)

OBSERVACION 67. Si Vi, V; son ambos de dimension finita, entonces todas las aplicaciones lineales
Vi — V; son de Fredholm, y su indice es siempre dim(V;) — dim(V}). Si sélo uno de ellos es de
dimension finita, entonces ninguna aplicacion lineal Vi — V; es de Fredholm. En consecuencia, este
concepto recién se vuelve interesante en el caso en que ambos espacios vectoriales son de dimensién
infinita. Por ejemplo, todo isomorfismo lineal es una aplicacién de Fredholm con indice 0; el operador
«shift» S € End(£?) es un operador de Fredholm con indice 1, y el shift iterado n veces es un operador
de Fredholm con indice n. Por otro lado, el operador «coshift» (xg, x1, X2, ....) > (x1,x2,....) es de
Fredholm con indice —1, y al iterarlo n veces obtenemos un operador de Fredholm con indice —n.

En particular, los espacios £# admiten operadores de Fredholm de todos los indices. La misma
idea funciona en cualquier espacio de Hilbert de dimensidn infinita (sea o no separable): si .77 tiene
dimensidn infinita, podemos tomar una base ortonormal 2 de ¢ y escribirla como una unién dis-
junta B = B’ + B, con B’ numerable (digamos B’ = {by, by, ..., }). Luego podemos definir los
operadores «shift» y «coshift» de la forma usual en %’, y como la identidad en %" Es facil ver que
esto sigue dando operadores de Fredholm con los indices deseados.

A continuacién probaremos un importante resultado algebraico sobre las aplicaciones lineales
de Fredholm. Para ello utilizaremos el siguiente lema del 4lgebra homoldgica:

Lema 68. («Lema de la serpiente»). Dado un diagrama de espacios vectoriales y aplicaciones lineales
de la forma

0 Uo Uy U 0
5 I
0 0 Uy U 0

tal que

Ta=pT  T/f=yT
(esto es, el diagrama «conmuta») y tal que ambas filas son sucesiones exactas cortas’, entonces tenemos
una sucesion exacta’ de la forma

0 — ker(a) — ker(f) — ker(y) — coker(a) — coker(f)) — coker(y) — 0

IEn general se suele tomar la diferencia opuesta, dim ker(T) — dim coker(T) como la definicién del indice. Aqui
tomaremos esta definicién porque nos evita insertar un signo en el enunciado del Teorema del Indice.

ZEstoes, Ty y Ty son inyectivas, T; y T, son suryectivas, y se tiene im(Tp) = ker(T1) e im(Tyy) = ker(T{)

3Esto es, el nucleo de cada flecha es la imagen de la flecha anterior

27
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DeEMosTRACION. [1, Ch. III, Section 7]. O
LemaA 69. Dada una sucesion exacta finita Wy — Wy — ... — W, de espacios vectoriales de
dimension finita, se tiene
m
D=1 dimW; =0
i=0

DemosTRACION. Esta es una generalizacion del teorema de rango-nulidad, y se puede demostrar
facilmente haciendo induccién en m y usando dicho teorema. Para una versién mas general, véase
[1, Ch. VI, Proposition 3.13]. O

TeoreMa 70. Propiedad «2 de 3» y aditividad del indice. Si dos de las tres aplicaciones T €
Hom(V1,V,), S € Hom(V,,V3) y ST € Hom(Vy, V) son de Fredholm, la tercera también lo es, y se tiene

ind(ST) = ind(S) + ind(T)

DemMosTRACION. Consideremos el siguiente diagrama:

( T
(ICIV1 T) —Idy,
0 Vi VieV, \%3 0
T ST O s
0 Idy,
0 Vi VeV, Vi 0
(S Idvz) ( Idy,
=S

Se verifica facilmente que el diagrama conmuta y que sus dos filas son sucesiones exactas cortas.
Ademas,

ker( ST 0 ) = ker(ST)

0 Idy,
y
ST 0
coker( 0 Iy, ) = coker(ST)

Por lo tanto el lema de la serpiente nos da una sucesién exacta de la forma
0 — ker(T) — ker(ST) — ker(S)

3.1.1) — coker(T) — coker(ST) — coker(S) — 0

Un hecho facilmente verificable sobre las sucesiones exactas de espacios vectoriales Wy — W; —
... = W, es que, dado un espacio vectorial W, de la sucesion, si sus dos espacios vectoriales «vecinos»
Wh-1y Wy41 son de dimension finita, entonces W, también es de dimension finita. Esto establece la
propiedad «2 de 3»: por ejemplo, si T y ST son de Fredholm, entonces son de dimensidn finita todos
los espacios vectoriales de (3.1.1), excepto quizas ker(S) y coker(S). Pero al estar éstos «rodeados»
por espacios vectoriales de dimension finita, deben ser también de dimensién finita, y por lo tanto
S debe ser de Fredholm. (Los otros dos casos de la propiedad «2 de 3» son similares). Finalmente, si
dos de las tres aplicaciones S, T 'y ST (y por lo tanto también la restante) son de Fredholm, entonces la
sucesion (3.1.1) consiste enteramente de espacios vectoriales de dimensidn finita, con lo cual podemos
aplicar el Lema 69, obteniendo asi la relacién

0 — ker(T) + ker(ST) — ker(S) + coker(T) — coker(ST) + coker(S) —0=0

esto es,
ind(T) + ind(S) — ind(ST) =0
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3.2. Operadores de Fredholm acotados entre espacios de Banach

Pasamos ahora a estudiar operadores de Fredholm acotados entre espacios de Banach.

Notacion: Si E; y E, son dos espacios de Banach, notaremos ¥ (E1, E;) € L(E4, E;) al subcon-
junto de las aplicaciones acotadas de Fredholm. En el caso E; = E, = E, escribimos simplemente

F(E).

OBSERVACION 71. Este subconjunto no es un subespacio vectorial en general: por ejemplo, 0 €
F (E1, E,) siy solosi E; y E; son de dimensidn finita.

ProPosICION 72. Sean Eq y E, dos espacios de Banach. Si T € L(E1, E;) es una aplicacion acotada
tal que dim coker(T) < oo (por ejemplo, si T es de Fredholm) entonces im(T) es un subespacio cerrado de
E,.

DEMOSTRACION. Pasando al cociente kefﬁ de ser necesario (ver Ejemplo 14), podemos asumir
que T : E; — E, es inyectivo. Como im(T) es de codimension finita, tiene un complemento al-
gebraico W de dimensién finita (ver Proposicion 18). En particular, W es un espacio de Banach.
Consideremos la aplicacién lineal acotada

S:El@w—)Ez

(x,w) > Tx+w
Como imT @ W = E,, la aplicacién S es suryectiva. Por otra parte, su nucleo son los pares (x, w)
tales que Tx = —w. Como im(T) N W = {0} es un complemento de imT, esto s6lo puede pasar si
Tx =w =0,y como T es inyectiva, esto sélo sucede cuando x = w = 0. Por lo tanto S es también
inyectiva, y en consecuencia es un isomorfismo lineal acotado entre dos espacios de Banach. Luego
S es un homeomorfismo (por el Teorema de la Inversa Acotada), y en consecuencia el subespacio
im(T) = S(E; X {0}) es cerrado en E,. O

TeoreMA 73. (Atkinson). Sean E; y E, dos espacios de Banach y sea T € L(Ey, E,) una aplicacién
lineal acotada entre ellos. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) T es de Fredholm.

(ii) Existe un S € L(E,, E;) tal que Idg, — ST e Idg, — TS son ambos de rango finito («T es
inversible salvo operadores de rango finito»).

(iii) Existeun S € L(Ey, E;) tal que Idg, — ST e Idg, — TS son ambos compactos («T es inversible
salvo operadores compactos»).

DEMOSTRACION. (1) = (ii). (Quizés algunos lectores encuentren util consultar la Figura 3.2.1,
que intenta ser una descripcidon esquemaética de los distintos (sub)espacios vectoriales involucrados).

Supongamos que T € L(E1, E,) es de Fredholm. Por un lado, esto significa que ker(T) tiene di-
mensién finita, con lo cual admite un complemento Ef en E; (Proposicién 18). Por otro lado, significa
que im(T) tiene codimension finita, y ademads es un subespacio cerrado de E; (por la Proposicién 72),
con lo cual admite un complemento finito-dimensional W en E; (nuevamente por la Proposicién 18).

Sea P € L(E;) la proyeccién a ker(T) alo largo de E] y sea Q € L(E3) la proyeccién a im(T) a
lo largo de W (ver Corolario20). Notemos que las proyecciones P y Idg, — Q son de rango finito.

Sea T’ : E{ — im(T) la aplicacién lineal que resulta de restringir T a E{ y correstringirla a
im(T). Por un lado,

ker(T’) = ker(Tg;) = ker(T) N E} = {0},
por lo cual T’ es inyectiva. Por otro lado,
im(T) = T(E;) = T(E] @ ker(T)) = T(E]) + T(ker(T)) = T(E}) = im(T"),

por lo cual T’ es suryectiva. Siendo T’ : E] — im(T) un isomorfismo lineal acotado entre espacios
de Banach, su inversa S” : imT — E es también acotada (por el Teorema de la Inversa Acotada).
Luego podemos definir
S =15'0mM ¢ £(E,, Ey),
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Ficura 3.2.1.

donde 1 : E{ — E; es lainclusion. Luego se verifican facilmente las identidades

Idg, —ST =P

Idg, — TS = 1dg, — Q

evaluando en ker(T) y E] (resp. en im(T) y W).

(i) = (id).

Esta implicacién es inmediata.

(i) = ().

Supongamos ahora que existe S € L(E, E;) tal que Idg, — ST e Idg, — TS son compactos.
Entonces del Lema 48 obtenemos:

dimker(T) < dimker(ST) = dimker(Idg, — (Idg, — ST)) < oo
dim coker(T) < dim coker(TS) = dim coker(Idg, — (Idg, — TS)) < o
O

CoroLArIO 74. («Fredholm mds compacto es Fredholm»). Sean E; y E, espacios de Banach. Si
T € F(E1,E;) y K € K(Ey, E,) entonces T + K € F (Ey, Ey).

DemosTRACION. Si T es de Fredholm, entonces por el Teorema 73 existe un S € L(E;, E) tal
que Idg, — ST € K(E) eIdg, — TS € K(E,). Luego por la Proposicién 47 tenemos

Idg, — S(T +K) =1dg, -ST— SK € K(E)
N——

———
ek(E)  SK(ED)

e
Idg, - (T+K)S=1dg, -TS— KS € K(E,)
—_— ——
€K (Ez) €K(E2)
Usando nuevamente el Teorema 73, esto nos dice que T + K es de Fredholm. O

OBSERVACION 75. Siguiendo la idea de que los operadores compactos son «pequenos», T + K es
a veces llamado una «perturbacion compacta» de T.

TeoreMA 76. (Dieudonné). Continuidad del indice. Sean E; y E, dos espacios de Banach y sea
T € ¥ (Ey, E;) una aplicacion acotada entre ellos. Entonces existe un ¢ > 0 tal que toda aplicacion
T" € B(T,¢) £(E,E,) es de Fredholm con indice ind(T') = ind(T). En otras palabras, ¥ (E;, E;) es
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abierto en L(E1,E;) e ind : F(Ey, E;) — Z es localmente constante y por lo tanto constante en las
componentes (arco)conexas* de F (E1, E,).

DEMOSTRACION. Sea E] un complemento para ker(T), sea 1 : E| — E; la inclusién y sea Q :
E, — im(T) una proyeccion (correstringida). Notemos que tanto ¢ como Q son de Fredholm. En
primer lugar, notemos que
QT:1 € GL(E},im(T)).
Ademas, recordemos que GL(E/,im(T)) es abierto en L(E{,im(T)) y notemos que
1QT"s = QT4 < |QIIT’ = TILIldl — 0 cuando T — T

Luego ha de existir un ¢ > 0 tal que QT"t € GL(E],imT) para todo T" € B(T,¢) £(g, r,)- En
particular, para todo T" € B(T, €) £ (, E,), la aplicaciéon QT”1 es de Fredholm y tiene indice 0. Luego,
usando dos veces la propiedad «2 de 3» del Teorema 70, vemos que T’ es también de Fredholm, y
aplicando una vez mas el Teorema 70 vemos que

ind(Q) + ind(T’) + ind(:) = ind(QT":) = 0 = ind(QT:) = ind(Q) + ind(T) + ind(r)

y por lo tanto
ind(T”) = ind(T)
paratodo T’ € B(T, €) £ (E, E,)- -

Cororario 77. Si T € F(Ey, E,), entonces ind(T + K) = ind(T) para cualquier K € K(E4, E).

DEMOSTRACION. Para todo s € R, es sK € K(Eq, E,). Por el Corolario 74, la asignaciéon s €
[0,1] — T + sK define entonces un camino en ¥ (E, E;) entre Ty T + K. Luego Ty T + K estan en
la misma componente (arco)conexa y por consiguiente poseen el mismo indice de Fredholm, por el
Teorema 76. O

OBSERVACION 78. Sean E; y E, espacios de Banach de dimensién infinita. Dado un operador
de Fredholm T € ¥ (Ei, E;) no es dificil ver que podemos incrementar su ntcleo y su condcleo
arbitrariamente mediante perturbaciones compactas, esto es, que paratodo N > 0 existe un operador
compacto K € K(Ey, E;) con dimker(T + K) > N. Por lo tanto, al variar T € ¥ (Ei, E;) dentro
de una misma componente conexa, el nicleo y el conticleo varian arbitrariamente. Sin embargo, el
Teorema 76 nos asegura que estos efectos se cancelan exactamente: cada vez que el nicleo gana (resp.
pierde) una dimensidn, el contdcleo también gana (resp. pierde) una dimension, i.e. la imagen pierde
(resp. gana) una dimensidn, logrando asi mantener constante al indice en dicha componente.

OBSERVACION 79. Si JZ es un espacio de Hilbert de dimension infinita, entonces el indice es un
invariante completo del conjunto o (¥ (¢)) de componentes (arco)conexas de 7 (#”). Un bosquejo
de la demostracidn es el siguiente: ¥ (.7°) es un monoide topoldgico con respecto a la multiplica-
cion, y esta estructura de monoide topolégico induce una estructura de monoide en 7o (F (7#)). Por
la aditividad y la continuidad del indice, si consideramos al grupo aditivo Z como un monoide topo-
légico (con la topologia discreta), el morfismo ind : ¥ (.7¢°) — Z resulta un morfismo de monoides
topoldgicos, y por consiguiente induce un morfismo de monoides ind : 7o (¥ (5¢)) — m(Z) = Z.
Queremos ver que este ultimo morfismo es un isomorfismo. La suryectividad estd dada por la Ob-
servacién 67, por lo cual sélo resta ver la inyectividad. Por el Teorema de Atkinson, el monoide
7o(F (F€)) resulta ser de hecho un grupo, de modo que para chequear la inyectividad basta con ver
que ind : mo(F (H)) — Z tiene nicleo trivial. Esto equivale a la afirmacién de que todos los ope-
radores de Fredholm de indice O sobre J# estdn en la misma componente (arco)conexa (a saber, la
componente conexa de Id ;). Usando técnicas similares a las de nuestra demostracién del Teorema
de Atkinson, vemos que todo operador de indice O puede ser convertido en un operador inversi-
ble mediante una perturbacién compacta (y las perturbaciones compactas permanecen dentro de la

4Como F (E1, Ey) es abierto en L(E1, E2) y L(Eq, E2) es localmente arcoconexo (de hecho, localmente convexo, por
ser un espacio normado), sus componentes arcoconexas coinciden con sus componentes conexas, y cada una de dichas
componentes es también abierta.
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misma componente conexa, gracias a la «técnica del segmento» que usamos al demostrar el Coro-
lario 77). Luego basta con ver que GL () es arcoconexo. Un célebre teorema debido a N. Kuiper
establece que G L (.77) es de hecho contrictil [7, 10].

Ahora bien, Z no es méas que la completacién del monoide N a un grupo (el «grupo de Grothen-
dieck» de N), y el monoide N puede ser identificado con el monoide Vect({x}) de clases de isomor-
fismos de fibrados vectoriales sobre el espacio de un punto {*} (con la operacién de suma directa).
En general, dado un espacio compacto X, el grupo de Grothendieck del monoide Vect(X) de fibra-
dos vectoriales sobre X se denota Ko(X). En particular, Z = Ko({*}). Por otra parte, 7ro(F (F))
no es mas que el conjunto de clases de homotopia de funciones continuas * — F (), esto es,
7o (F(H)) = homot(x, F(F)). Luego nuestro isomorfismo ind : 7o(F (7)) — Z puede ser
escrito como

ind : homot(x, F (J¢)) — Ko(%)
Resulta que se pueden definir «indices generalizados»
ind : homot(X, ¥ (7)) — Ko(X)

para todo espacio compacto razonable X, y que éstos vuelven a ser biyectivos. Este notable resultado
se conoce como el teorema de Atiyah-Jdnich [10].



Capitulo 4

El Teorema del indice

4.1. Operadores de multiplicacion
ProrosicION 80. Para cada ¢ € L™ (T), tenemos un operador acotado M, € L(L?*(T)) dado por
My (f) = of
cuya norma es

1Mol = llelle

(En particular, para todo n € Z es || Mg, || = 1). Este operador se denomina operador de multiplicacion
con simbolo ¢.

La matriz de M,, respecto a la base de Fourier es constante en las diagonales, y su entrada (i, j) es el
(i — j)-ésimo coeficiente de Fourier de .

El morfismo isométrico L°(T) — L(L*(T)) dado por ¢ +> M, es un morfismo de dlgebras y
satisface

Ma = M:;
para toda funcién ¢ € C(T).

DEMOSTRACION. Sea ¢ € L®(T). Para cualquier f € L?(T), tenemos que

[pofau= [ lofPau< [olirPda= ol [17Pd <o
T T T T
Esto establece que M, (f) € L*(T) y que
1My (N2 < llellsllf1l2
Luego M, € L(L*(T)) con
(4.1.1) IMpll < llelleo

Queremos ver que 4.1.1 es de hecho una igualdad. Si ¢ = 0, esto es inmediato. Supongamos
entonces que ¢ # 0 (en particular, ||¢]lc > 0). Fijemos un ¢ > 0 tal que ¢ < [|¢||c. Luego el conjunto

A= ol ((lgllw — £,00) € T

tiene medida no nula en T, y su funcién caracteristica y4 satisface

(412 lxall = [ Vel = [ xadu=p(a) > 0

lo cual significa que y4 es un vector no nulo en L?(T). La idea es mostrar que cuando aplicamos M,
a y4 obtenemos un vector al menos ||¢||« — € veces més grande. Como |¢| > ||¢||cc — € = 0 sobre A,
vale la siguiente desigualdad funcional:

lolxa = (ol —€) xa =0

Tomando mddulos cuadrados, obtenemos

IMy ) l? = loxal® = llelxal” = [(ll@lleo — ) xal®
33
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e integrando sobre T nos queda

1M, )12 = /T M, (o) Py
2A|<||¢||m—e)xA|2du
=/T(||qo||w—e>2xAdu

= (llgllw — &) u(A)
= (lollo = )% Il xall3 (por 4.1.2)

esto es,

My (xa)ll2 = (llolleo =€) Il xall2
En consecuencia
1My Gl

XA
M =
¢ (HXA”Z) 2 Ilxall2

y como podemos tomar ¢ > 0 arbitrariamente pequeno, obtenemos la desigualdad que nos faltaba:

Myl = ll@lleo

IMpl| = 2 [[@llo — €

Por otro lado,

Mat(M,);; = (M, (&), &) = /T o&;Edy = /T 0&E_jdp = (9, &-))

lo cual establece que la matriz de M, respecto a la base de Fourier es la indicada.
La linealidad

M<p+/h// = Mq, + AMI/,
y la multiplicatividad
My = MMy
son obvias, como también lo es la preservacién del elemento neutro:
M1 = Isz (T)

Por dltimo, al ser

My(f), ) = 0 frg) = /T o gy = /T Fogdn = (£.79) = {f. M)

: A *
concluimos que Mz = M,,. O

4.2. Espacio de Hardy y operadores de Toeplitz
Comenzamos definiendo al espacio de Hilbert mas importante de nuestra monografia:
DeriniciON 81. El subespacio cerrado
H? = (£, :n > 0) c L}(T)

se denomina espacio de Hardy, y es un espacio de Hilbert (con el producto interno heredado de
L?(T)) por la Proposicién 13. En otras palabras, H? es el subespacio de aquellas funciones ¢ € L*(T)
cuyos coeficientes de Fourier negativos ¢k, k < 0 son todos nulos, o equivalentemente de aquellas
funciones ¢ € L?(T) cuyo desarrollo de Fourier es de la forma ¢ = Y,,50 ¢nén-

Definimos también el subespacio vectorial

H® := H* N L™(T) c L™(T)
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OBsERVACION 82. El espacio de Hardy también puede ser concebido como el espacio de las fun-
ciones holomorfas en el disco abierto D tales que los «valores cuadrados medios» fz o lf (rz)|?du
satisfacen

lim/ |f(rz)|2dy<oo
r—1- z€T

Aqui sin embargo no utilizaremos esta perspectiva. Para la demostracién de esta equivalencia y otros
resultados en este sentido, véase [14].

PROPOSICION 83. Para cualquier par de funciones ¢ € H® y yy € H?, tenemos ¢y € H?. (En otras
palabras, es H® - H 2 cH?).En particular, H es una subdlgebra cerrada de L™ (T).

DEMOSTRACION. Como H™ es la preimagen de H? bajo la inclusién acotada 1 : H® — H? (ver
Ejemplo 10), H* resulta cerrado en L (T). Para ver que se trata de una subélgebra, necesitamos ver
que H* - H* c H*. Comenzamos notando que para cada funcién ¢ € H* y cada n > 0, tenemos

My (&) = &, € H?

ya que los coeficientes de Fourier negativos (¢&,)k, k < 0 estan dados por

(0bn &) = /T o, Bedy = /T PEndi = (0.5 =0 (k<0)

(puesto que k — n < 0 siempre que k < Oy n > 0,y por hipétesis ¢ € H® C H?). Luego por
linealidad tenemos
My ({En,n > 0)) C H?

y por continuidad del operador M, (Proposicién 80) es

¢ H: = M,(H?) = M, (<§n,n > o>) c M, ((Enn = 0)) C H = H?

Como esto vale para cada ¢ € H*, concluimos que H® - H? ¢ H?, y en particular
H®-H® c H*-H* c H*
Como L*(T) esté cerrado bajo la multiplicacion (Ejemplo 5), tenemos también
H®-H® c L*(T) - L*(T) c L*(T)
Luego juntando estas dos inclusiones obtenemos
H® -H® c H* N L®(T) = H™
como queriamos demostrar. O

Sea H un espacio de Hilbert separable y sea e,, n > 0 una base ortonormal de H. El ejemplo més
inmediato de un operador de Fredholm de indice 1 es el operador shift S : e, — e, y el ejemplo mas
inmediato de un operador de indice —1 es su adjunto, el operador coshift S* : e 41 — ey, eg — 0. Po-
demos ver a H como el espacio de Hardy H? mediante la correspondencia e, «— &,. Haciendo esta
identificacion, el operador shift corresponde al operador Mg, restringido y correstringido a H 2, (Este
operador esté bien definido, puesto que M, (H 2) ¢ H?). Querriamos realizar el operador coshift de
una forma similar, utilizando Mg . Lamentablemente la restricciéon de My, a H 2 no se correstringe
a H?. Para remediar esto, utilizaremos la proyeccién ortogonal (correstringida) P : L*(T) — H?,

dada explicitamente por
Z anpz" — Z anz"
nez n>0

(De aqui en mas, P siempre denotara esta proyeccién en especifico, con codominio H?). Podemos en-
tonces definir el operador

Ty, = PMg 2 € L(H)
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y vemos rdpidamente que este operador manda &,,1 en &, y & en 0, realizando asi el operador coshift.
Audn més, la restriccion Mg, : H? — H? que habiamos utilizado para realizar el operador shift
coincide con el operador

Ty, = PMy 2 € L(H?)
Esto nos motiva a definir, para cada ¢ € L*(T), el operador
T, = PT, 2 € L(H)
llamado operador de Toeplitz con simbolo ¢.

A continuacién damos las principales propiedades de estos operadores:

ProPOSICION 84. Para cada ¢ € L*(T), tenemos un operador acotado T, € L(H 2) dado por

T,(f) = P(of)
cuya norma es
1Tl = ll@lleo

(En particular, para todon € Zes || Tz, || = 1).

La matriz de T, respecto a la base {&,, n > O} es igual a la matriz de M, respecto a la base de Fourier
{&n, n € Z}, excepto en que sus entradas estdn indexadas por N X N y no por Z X Z.

El morfismo isométrico L (T) — L(H?) dado por ¢ + T, es lineal y satisface

I =T

para toda funcion ¢ € L (T). La multiplicatividad vale salvo operadores compactos cuando uno de los
dos simbolos es continuo. En otras palabras, para cualquier par de funciones ¢ € C(T) y € L=(T), se
tiene

T,y — T, Ty € K(H?)
y
Typ — TyT, € K(H?)

Por ultimo, para cualquier par de funciones ¢ € L*(T) y y € H™ y se tienen las relaciones de multipli-
catividad estricta

Toy =TTy
y
TJ ¢ = TJT‘/J

DEMOSTRACION. La segunda afirmacidn, sobre la forma de la matriz, es autoevidente. Como
||P|| = 1, tenemos

ITpll = [IPMy2 || < [IPIIM)r2 |l < IM, || = llell

La desigualdad contraria serd més ardua de probar. Sea 1 es la inclusién de H? en L?(T). Consi-
deremos la sucesion de operadores

(Mg 1T,PMg, k>0 € L(L*(T))

La matriz de (T, P respecto a la base de Fourier tiene soporte en el cuadrante NxXN C Z X Z (esto
es, sus entradas con alguna coordenada negativa son todas nulas), y en dicho cuadrante coincide con
la matriz de T, (esto es, su entrada (i, j)-ésima es @;_; para i, j > 0).

La matriz de M , 1T, PM;, es exactamente igual, sélo que corrida k unidades hacia arriba y hacia
laizquierda (esto es, su entrada (i, j)-ésimaes @ (i+k)-(j+k) = Qi—jparai, j = —k y 0 en caso contrario).
En particular, mirando la j-ésima columna para los sucesivos valores de k, vemos que

(Mg 1 T,PMg, ) (&5) = Z pi-j&i

i>—k
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por lo cual

lim (Mg T,PMg) () = lim > ity

i>—k

= i <Pi—j§i
i=—00
= Z Pilivj

i€Z

= Z Qi&i&j

i€Z
= ¢
= M(p(§j)

Por lo tanto es
kh_)rr;0 Mg_le(pPMgk(lﬁ) =M, ()
para toda combinacion lineal ¢/ € (&,, n € Z). Pero ademas tenemos
Mg 1 ToPMg || < (Mg Il T HIPIHTIMe Nl = 11T |l
lo cual nos habilita a aplicar el Lema 28 (con C := ||T,||). Usando dicho Lema concluimos que

lim My, T,PMg, () = My ()

para todo ¢/ € (&,,n € Z) = L?(T). Luego obtenemos la desigualdad que nos faltaba:

Myl = sup [[M, ()l
Iy ll=1

IA

sup
lyl=1

= sup lim ’|M§_le(pPM§k(¢)||
llyl|=1 k=

< sup sup||Mg 1 T,PMg (9|
I =1 k20

< sup sup [Mg  /T,PM,| 1Y
Iyli=1 k>0

= sup ”Mf—lefPPMfk”
k>0

lim Mf—k lT(pPMgk (lﬁ) H

k—o0

< 1Tl

Que la asignacién ¢ — T, sigue siendo lineal es inmediato. Por el ejemplo 41,1 € L(H? L*(T))
es la adjunta de P € £L(L*(T), H?), por lo cual

(Tq,)* = (P[\/I(NHZ)>k = (PM(pl)* = l*M;)P* = PMal = Ta

Consideremos ahora la proyeccién ortogonal P := (P € £(L?(T)). Se trata de un operador autoad-
junto (Ejemplo 42). Afirmamos que para toda ¢ € C(T) es

4.2.1) [P, M,] £ PM, — M,P € K(L*(T))

En efecto, consideremos el conjunto A C C(T) de aquellas ¢ € C(T) que satisfacen (4.2.1). Es claro
que A forma un subespacio, y de hecho una subélgebra ya que los operadores compactos forman un
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ideal bilatero (Proposicion 47) y
[P, Myy] = [P, MyM,]
= PM,M, — M,M, P
= PM,M, — M,PMy + M,PMy — MyM, P
= [P,M,]My + M, [P, M,]
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Esta subalgebra est4 cerrada por conjugacion, ya que el adjunto de un operador compacto es nueva-

mente un operador compacto (Corolario 50) y
= P*M(p - M(pP*
= (Mtpp)* - (PM(/?)*
== [(qu))* - (Mqop)*]
= —(PM, - M,P)*
= _[P’ M(p]*

Ademas, A es cerrada en C(T) puesto que no es mas que la preimagen del subespacio cerrado
K (L*(T)) bajo la asignacién continua ¢ — [P, M,] de C(T) en L(L*(T)). Por dltimo [P, Mg,] =
PMpg, — Mg, P es de rango 1, dado que (PMz, — Mg, P)(&,) = 0 paran # —1. En particular tenemos
& € A, con lo cual la subédlgebra A C C(T) separa puntos. Por el teorema de Stone-Weierstrass

complejo [4, Chapter XIII, Theorem 3.3], es entonces
A=A=C(T),
probando nuestra afirmacién. De (4.2.1) obtenemos (usando la relacién evidente PP = P):
T,y — T, Ty = PMyyt — (PMyt) (PMy1)
= PPM,My: — PM,PMy1
= P[P, M,|My1 € K(H?)
y (usando la relacién evidente Pr = 1)
Ty — Ty T, = PMyyt — (PMy1) (PM,1)
= PMyM,P1 — PMyPM,1
= PMy [M,, P]u
= —PMy [P, M,]1 € K(H?)
para toda funcién ¢y € L*(T).

Por dltimo, si y € H®, tenemos / - H? c H? (Proposicién 83), y en consecuencia PMW = My

De esto se desprende que
T, Ty = PM,1PMy1

= PM,PMy.

= PM,My:

= PMyyt

= oy
Como ¢ € L¥(T) es arbitraria, también tenemos 5T, = T5y, y conjugando resulta T*Tg =T
es,

TJT(/J = Twa

oy’

esto
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En particular, la multiplicatividad salvo compactos vale siempre que trabajemos con simbolos
continuos, daindonos el siguiente resultado:

Cororario 85. Si ) € C(T) no se anula en ningiin punto, entonces Ty, es un operador de Fredholm.

DEMOSTRACION. Si ¢/ no se anula, tenemos 1y~! € C(T), y por la Proposicién 84 vemos que
Ty-1 es inversa de Ty salvo compactos. Luego, por el Teorema de Atkinson, Ty es un operador de
Fredholm. O

(Mis adelante veremos que vale la vuelta: si Ty, es un operador de Fredholm con simbolo conti-
nuo, entonces ¥ nunca se anula).

Llegamos asi al primero de nuestros dos principales teoremas:

TeEOREMA 86. (Teorema del Indice). Si ¢ € C(T) no se anula, entonces T, es un operador de
Fredholm y su indice es ind(T,) = n(¢ 0q,0), el niimero de giros de la curva cerrada p o q : [0,1] — C*
alrededor del 0.

DEMOSTRACION. Escribamos n := n(¢ o g, 0). Por el Corolario 59 existe un camino en C(T) que
conecta a ¢ con &, via funciones nunca nulas, esto es, un camino en C(T)*. Por el Corolario 85, la
aplicacién continua C*(T) — L(H?), ¢ +—> T, toma valores en ¥ (H?). Luego, postcomponiendo
nuestro camino con dicha aplicacién, obtenemos un camino en ¥ (H?) que conecta a los operadores
T, y Tg,. Asi pues, Ty, y Tz, yacen en la misma componente conexa, con lo cual poseen el mismo
indice:

ind(T,) = ind(T;,) = n



Capitulo 5

Algebras de Banach

5.1. Primeras definiciones

Dado un espacio de Banach E, su espacio de operadores £ (E) no es meramente un espacio vecto-
rial: es también un algebra, con multiplicaciéon dada por la composicién. Ademas, por la Observacién
8,la norma de L(E) es submultiplicativa, vale decir:

IT°TI) < [ITIIT|
para cualesquiera T, T’ € L(E). Generalizando este fendmeno, introducimos la siguiente definicion:

DEerFINICION 87. Un algebra de Banach (unital) es un 4lgebra (unital) A dotada de una norma
que hace del espacio vectorial subyacente un espacio de Banach, tal que

"l <l 1l

para cualesquiera x, x” € A. (De esta condicion se sigue ficilmente que el producto A X A — A es
continuo). Decimos que A es normalizada si ademés ||[1 4] = 1.
Una +-algebra de Banach es un algebra de Banach A dotada de una involucién' (=)* : A — A
que satisface las condiciones
(x + Ax")* = x* + Ax™*

(xlx) * = x*xl*

[l 11 = [lx]l

para todo par de vectores x, x” € A y todo escalar A € C. (De estas condiciones se sigue facilmente
que la involucién (—)* : A — A es continua y que 17, = 15). Una x-dlgebra de Banach es una
C*-algebra si satisface ademas la «identidad C*»:

2
[l (| = Il
(y por lo tanto también ||x*x|| = ||x*(x*)*|| = ||x*||* = ||x||?) para todo x € A.

Por ejemplo, para todo espacio de Banach E, el espacio de operadores L (E) forma un alge-
bra de Banach, y para todo espacio de Hilbert .77, el espacio de operadores £(.7°) forma una C*-
lgebra con la involucién dada por tomar adjuntos (Proposicién 39). Estas algebras de Banach son
no-conmutativas siempre que dim E > 1 (resp. dim ¢ > 1). A continuacién exhibimos dos familias
de é&lgebras de Banach (de hecho, C*-algebras) conmutativas:

EjempLo 88. Dado un espacio topolégico compacto X, el espacio de Banach C(X) es un dlgebra
de Banach con la multiplicacién punto a punto, y es de hecho una C*-éalgebra con la involucién dada
por f +— f, como el lector puede verificar. (Si X no es compacto, Cp(X) es un algebra de Banach no
unital).

Ejempro 89. Dado un espacio de medida X, el espacio de Banach L* (X) es un algebra de Banach
con la multiplicacién punto a punto, y es de hecho una C*-algebra con la involucién dada por f — f,
como el lector puede verificar.

IDado un conjunto X, una involucién [sobre X] es una aplicacion w : X — X tal que w o w = Idx.

40
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EjempLo 90. Sea A un édlgebra de Banach y sea A’ C A una subalgebra cerrada. Entonces
A’ C A es nuevamente un algebra de Banach (y decimos que es una subalgebra de Banach de
A). Si A es ademads una *-algebra de Banach (resp. C*-algebra) y la subalgebra (A’ es *-cerrada (esto
es, para todo x € A’ se tiene x* € A’) entonces A’ es también una *-algebra de Banach (resp.
C*-algebra) y decimos que es una *-subalgebra de Banach (resp. C*-subalgebra) de A.

Por ejemplo, H® es una subélgebra de Banach de L*(T) por la Proposicién 83, pero no es una
C*-subdlgebra porque no es cerrada por conjugacion.

EjempLo 91. Sea A un élgebra de Banach. Dado un ideal cerrado & C A, el cociente A/E
es nuevamente un algebra de Banach. Si A es una *-algebra y el ideal cerrado & C A es también
x-cerrado (esto es, para cada x € & se tiene x* € &), entonces la involuciéon

(x+&)" =x"+&

estd bien definida en el cociente A/&E, y con esta involucion el cociente A/E es nuevamente una
*-4lgebra de Banach.

Por ejemplo, si E es un espacio de Banach y A = L(E), por la Proposicién 47 podemos tomar
& = K(E), y el cociente obtenido se denomina el algebra de Calkin de E, y se denota Cal(E).

OBSERVACION 92. Por el Teorema de Atkinson vale la equivalencia
T € F(E) < [T] € Cal(E)*

DEFINICION 93. Sean A; y A, dos dlgebras de Banach. Un morfismo de dlgebras de Banach
de Ay en A, es un morfismo de dlgebras (unitales), cuya aplicacién lineal subyacente es acotada —en
otras palabras, una aplicacion T € L(A;, Ay) tal que T(1z,) = 1a, y T(x'x) = T(x")T(x) para
todo par de elementos x, x” € Aj.

Si Ay y A, son *-dlgebras de Banach, entonces un morfismo de #-dlgebras de Banach de
Aq en A, es un morfismo de dlgebras de Banach T : A; — A, tal que T(x*) = T(x)* para todo
elemento x € Aj.

Si Ay y A, son C*-4lgebras, un morfismo de C*-algebras de A; en A, es simplemente un
morfismo T : A; — A, de x-algebras de Banach.

EjempLo 94. La Proposicién 80 establece que el morfismo L®(T) — L(L2(T)), ¢ M, esun
morfismo isométrico de C*-algebras.

EjempLo 95. En el contexto del Ejemplo 91, la proyeccién al cociente 7 : A — A/E es un
morfismo de 4lgebras de Banach (resp. s-algebras de Banach).

5.2. Laexponencial
Toda algebra de Banach viene con una nocién de «exponenciacidon»:
DEFINICION 96. Sea A un algebra de Banach. La aplicacion exponencial de A es la aplicacion

expg A > A

paps
X —
]
k>0 k!
Esta serie converge para todo x € A, puesto que converge absolutamente (ver Lema 2).

dada por

ProprosiciON 97. Sea A un digebra de Banach. Entonces

ysix,y € A son tales que xy = yx, se tiene

exp 4 (x) exp #(y) = exp z(x +y)
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En particular,
exp 4(x) exp 4(—x)
exp 4 (—x) exp 4(x)
para todo x € A, por lo cual exp 4 toma valores en A*.
Si A’ es una subdlgebra de Banach de A, tenemos

} =exp4(x —x) =exp4(0) =14

exp () = exp ()
para todo x € A’. En particular, exp 4(x) € A’ para todo x € A’.
Por iltimo, si A es una x-dlgebra de Banach, entonces

exp #(x*) = exp #(x)*

DEMOSTRACION. La primera propiedad se sigue inmediatamente de la definicién. La segunda
se demuestra usando la identidad binomial (x +y)" = X7, (;)xp y"? (la cual es valida porque x
conmuta con y):
xP

q
expa (x) expa(y) = ) — > y—,

p=0 p: q>0 A

920 piq!
-y 3 Pyt

n>0 p+q=n p!q!

1 nlxPy?

=2 nl 2 plg!

n>0 ' p+q=n

=exp4(x +y)
(los reordenamientos estan justificados por argumentos de convergencia absoluta mediante el Le-
ma 2). La tercera afirmacion es inmediata. La cuarta y dltima afirmacion se sigue de la continuidad,
aditividad y «multiplicatividad invertida» de la involucién. O

5.3. Teoria espectral para algebras de Banach

A continuacién generalizamos la discusion de la teoria espectral presentada en el Capitulo 1 al
contexto de las dlgebras de Banach. Para esto es necesario comenzar con un analogo de la construc-
cion GL(E). Como G L(E) es precisamente el grupo de unidades £ (E)*, para un élgebra de Banach
genérica A este rol serd tomado por su grupo de unidades A*. Tenemos resultados analogos a los
del Capitulo 1:

PrOPOSICION 98. Sea A un dlgebra de Banach. Entonces B(14,1)a C A*. En particular, como
para todo a € A= es

a=1La(1a) € La(B(14, 1)) C La(ﬂx) c A~
| —
abierto en A

(donde L, : A — A es el homeomorfismo dado por x +— ax, con inversa L,-1), el grupo de unidades A*
resulta abierto en A.

DeEMOSTRACION. La demostracion es completamente andloga al caso de los operadores (Lema
23, Proposicion 24). O

Nos servira también tener el siguiente resultado:
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PROPOSICION 99. Sea A un dlgebra de Banach. Entonces la inversion inv : A — A*, a — a!

es continua. (En particular, A es un grupo topoldgico).

DeEMOSTRACION. Paratodo x € B(0, 1) #, el elemento 1 4 —x es inversible, y su inversa es la serie
convergente )}, x". (Esto se demuestra de la misma forma que en el Capitulo 1). Luego, si ||y|| < 1,

resulta
Dy

n>1

lyl
< DI < Y Iyl = —2 — 0 cuando [ly]| — 0

n>1 n>1 1=yl

0<|(1+y) " =1 =

Luego, dado un a € A%, para todo h € A suficientemente pequeno es (x + h) € AXy
(a+h)'—al=(a(1+ath) ' —a!
=((1+a'm)'a)—a!

=[(1+a'h)™' —1]a! — O cuandoh — 0

Llegado este punto, obtenemos la generalizacidon que queriamos:

DerINICION 100. Sea A un algebra de Banach y sea x € A. Entonces definimos el espectro de
x como el conjunto
oa(x) ={1eC|x-A1 ¢ A"}
y el conjunto resolvente de x como el complemento
pa(x) =CNog(x)={AeC|x—-Al € A}

ProrosiciON 101. Sea A un dlgebra de Banach y sea x € A. Entonces o.7(x) es un subconjunto
compacto de C.

DEMOSTRACION. Igual que para el caso especial A = L(E) visto en el Capitulo 1 (Proposicién
27). O

EjempLo 102. El espectro de ¢ € C(T) es

ocm(p) ={1eClp-2Algm ¢ C(T)*}
= {/1 €C| (¢ —Alg(r))(2) =0paraalginz € T}
={1eC|¢p(z) -A=0paraalginz € T}
={1 e C| ¢(z) = Aparaalginz € T}
= im(p)
Dada un élgebra de Banach A y una subélgebra cerrada A’ C A, tenemos A c A* N A’.

Sin embargo, esta inclusién puede ser propia: puede haber elementos a € A’ que sean inversibles en
A pero no en A’. Luego tenemos

pa(x) C palx)
o0 equivalentemente
o (x) 2 oa(x)
y estas inclusiones en general son propias. Esto es, al pasar del dlgebra de Banach A’ al lgebra

de Banach mas grande A, el espectro de x € A puede achicarse. Sin embargo, el siguiente teorema
establece que aquellos elementos que estaban en el borde del espectro sobreviven a este achicamiento:

TeoreMA 103. (Permanencia Espectral). Sea ‘A un dlgebra de Banach, sea A’ una subdlgebra
cerrada de A y sea x € A’. Entonces

doz (x) C oa(x)
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DEMOSTRACION. Sea z € dog(x) C oa (x). Esto significa que podemos tomar escribir a z
como el limite z = lim,—, 2, de una sucesion (z,)n>0 C pa(x). Esta tltima inclusiéon implica que
(x—z,)ledA
para todo n > 0. Si fuera z € p#(x), tendriamos x — z1 € A*, y por la Proposiciéon 99 seria

(x—z)7'=(lim x—2z,1)' = lim (x —z,1) ' e A’ = A’
n—oo n—oo

En consecuencia tendriamos z € p 4+ (x), contra lo supuesto. O



Capitulo 6

Operadores de Toeplitz, de nuevo

6.1. Laextension de Toeplitz

Consideremos el conjunto {T, | ¢ € C(T)} C L(H?). Nos ser util considerar la subalgebra
cerrada' 7~ generada por dicho conjunto. El 4lgebra 7~ se conoce como el dlgebra de Toeplitz.

OBSERVACION 104. Por la Proposicion 84 sabemos que T, = T, por lo cual el conjunto generador
{T, | ¢ € C(T)} esta cerrado por tomar adjuntos. Luego es ficil ver que el dlgebra de Toeplitz 7~
también estd cerrada por tomar adjuntos. En otras palabras, 7 resulta una *-subalgebra de la C*-
algebra £(H?),y por lo tanto es ella misma una C*-algebra.

ProposiciON 105. Sea T~ la subdlgebra cerrada de £ (H?) generada por los operadores de la forma
Ty, ¢ € C(T), y sea [T, T el ideal cerrado de L(H?) generado por los conmutadores T, Ty — Ty T, con
o,y € C(T). Entonces
(7,71 = K(H)

DEMOSTRACION. Primero, notemos que para cualesquiera ¢,y € C(T) es
T,Ty — TyTp = T,Ty — Tpy + Ty — Ty T, € K(H?)

K (H?) eK(H?)

por la Proposicién 84. Luego el ideal cerrado K'(H?) contiene a los conmutadores, y por lo tanto al
ideal cerrado generado? por éstos:

(7,7 c K(H?).

La otra inclusién es significativamente mas dificil de demostrar. Por la Proposicién 49 nos al-
canza con mostrar que T € [7,7 ] cuando T es de rango finito, y por la Proposicién 21 podemos
asumir que T tiene rango 1. Como el conmutador

T‘f—ng] - T§I T§_1 = IdHZ - T§T§_]
es la proyeccién ortogonal a (&), el operador
Eij = T; (Te Ty — Te T )T € [T, 7]
esta dado por &; +— & y &y + 0 paratodo j* # j. Consideremos la proyeccién ortogonal Py €
L(H?) alas primeras N coordenadas, esto es, la aplicacién
N
x= ) xdy e Pu(x) = )k
j>0 j=0

Para cualquier T € £L(H?), la matriz de Py TPy respecto a la base {&, | n > 0} es la misma que la
de T en el bloque [0, N]] x [0, N], pero el resto de sus entradas son todas 0. Luego PNTPy es una
combinacién lineal de los operadores E;; y por lo tanto también pertenece a [7, 7 ]. Como [T, 7]
es cerrado (por definicion), alcanza entonces con verificar que

(6.1.1) lim PNTPN =T

N—>oo

para todo operador T € £(H?) de rango 1.

IEsto es, la clausura de la subélgebra generada por {T,, | ¢ € C(T)}
%Esto es, la clausura del ideal generado a nivel algebraico

45
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Sea entonces T € £(H?) un operador de rango 1, con imagen im(T) = (w), w # 0. Esto implica
que T esta dado por &; +— Ajw, para ciertos escalares A; € C. Seaw = };5ow;¢&; el desarrollo de
Fourier de x. La (i, j)-ésima entrada de la matriz Mat(T) es entonces Mat(T); ; = A;jw;. En parti-
cular, la ip-ésima fila de Mat(T) es (A;wj,) >0, por lo cual T*(&;,) = 350 Ajwi,&; y en particular
220 [Aiwil? = [IT*(&,)|I> < oo, esto es, wy, - (4;);50 € £2. Como x # 0, podemos elegir alguna
coordenada iy € N en la cual w;, # 0,y asi concluir que (1;);50 € £. Finalmente, haciendo uso de
la desigualdad de Cauchy-Schwarz (en su versién mas elemental), vemos que

gl

j=0

(T = PNTPN) (%)l

N

=D x:TE) =P D % T(E)
=0

Jj=20 J

N
= ||(Idg2 = Pn) (Z ij(§1‘)) UG

j=0 j>N

N
(Idgp2 = Py) (Z ij(§;)) D, xT(E)
j=0

j>N
N
(Ide - PN) (Z xj/ljw)

ZXJ'A.]'W
j=0
N J
= ZXJ'A]'

j>N
Jj=0

IA

+

+

(Idgr2 — Pn) (W)l +

ZXJ'A]'

j>N

[[wll

N N

DRI = P+ [ 112 D AP lIwll - (C-S)

Jj=0 Jj=0 j>N j>N

el Aol <[> twil2 + Tl [ > 1512wl

i>N j>N

S(Iluj)jzollz O N EHE ||w||)||x||
i>N j>N

—0 cuando N—>co  —0 cuando N—co

IA
(]
=

[\

IA

lo cual establece (6.1.1), concluyendo asi la demostracion. O

Por el Corolario 50 y la Observacién 104, K(H?) es un ideal cerrado y *-cerrado de la C*-algebra

7. Luego, por el Ejemplo 91, podemos ver al cociente # = [T—T] como una #*-algebra de Banach,

de tal forma que la aplicaciéon 7 : 7 — ﬁ resulta un morfismo de *-algebras de Banach. A

continuacién veremos que el cociente es nuevamente una C*-algebra’:

ProrosicioN 106. La asignacion

T
A:C(T) — W
Q= ”(sz) = [Tq)]

define un isomorfismo isométrico de *-dlgebras. En particular, el cociente es una C*-dlgebra.

_T__
K(H?)

3En realidad, esto vale en general para cocientes arbitrarios de C*-algebras [2]
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DEMOSTRACION. Ya vimos que la asignacién C(T) — 77, ¢ + T, era multiplicativa salvo ope-
radores compactos, lo cual implica que al postcomponerla con 7 obtenemos una asignacién multi-
plicativa. Por otro lado, tenemos

A +2Y) = [Tpiayl = [T, + ATyl = [T,] + A[Ty] = Ale) + AA(Y)

Ap) = [T5] = [T,] = [T,]" = Alg)®
para todo par de funciones ¢, € C(T) y todo escalar A € C.
Veamos ahora que A es un isomorfismo isométrico. En primer lugar, si T € £(H?) es de rango
finito n € N, por la Proposicién 21 lo podemos escribir como

(=Y deoy

para ciertos funcionales lineales acotados ¢!, ..., #" € (H?)* y ciertos vectores y', ...,y" € H?. Para
cadak € [1,n] y cadai > 0, sea yf = (y¥, &) el i-ésimo coeficiente de Fourier de y*. Entonces
tenemos:

ITe TGN = || )¢5 ()T o ()
k=1

<Y [
k=1

S e )|
k=1

S > e i

k=1 i>N
n

ITe_ T < Z Hgf)kH ’Z |y§?|2 — OcuandoN — 0
k=1 j=N

Sea ahora K € K(H?) y fijemos un ¢ > 0. Por la Proposicién 49 existe un T de rango finito tal
que ||[K = T|| < &. Luego,

ITe N KNl < MTe n Tl + 1Tz (K = DI < 1 Te y T+ I Te g K =TI < I Te Tl + €

INA

yen consecuencia

con lo cual

0 < limsup || Tz KT || < limsup || Tz (K[| Tz || < Z\lfirn Tz Tl +e=¢
N—oo —00 N

N—oo

Como ¢ > 0 es arbitrario, concluimos que

Jim |Te (KTeyll =0

Por tltimo, sea ¢ € C(T).Paratodo N € N, tenemos & € H2. Por los casos de multiplicatividad
estricta de la Proposicion 84,
T TpTe = T ToTey = T Toen = Teg e = To
En consecuencia,
1Ty + Kl = [ITe_y 1Ty + KNI T [l 2 Ty (Tp + K) Ty Il = 1Ty + (T KTy) |

N—
—0 cuando N—o0
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y tomando limites
1Ty + Kl = I T, |l
Esto vale para todo K € K(H?), y para K = 0 se alcanza la igualdad. Por ende tenemos

T 11 = 11Tl

lo cual quiere decir que el morfismo A : ¢ +— [T,,] es una isometria. En particular, A es inyectiva

y su imagen es un espacio Banach. Por el Ejemplo 13, esto implica que im(A) es cerrada en %
Como A es un morfismo de algebras y

1_r_ =[l7] = [Tg] = A(%) € im(A)

'K(HZ)

im(A) es una subélgebra unital de Pero im(A) contiene a todos los elementos A(¢) = [T, ],

_T_
K(H?)"

los cuales generan (como algebra cerrada) a puesto que los elementos T, generan a 7~ como

_T_ (
K(H?)

algebra cerrada, por definicién). Juntando todo esto, concluimos que im(A) = O

_T_
K(H?)"

OBSERVACION. Podemos resumir gran parte de la discusidn anterior en que tenemos siguiente
«sucesidn exacta corta»:

2 = Ao
0—KH)—T — C(T) —0

Como se trata de una sucesién exacta corta de espacios vectoriales, podemos deducir facilmente
que todo elemento de 7~ se escribe de forma tnica como T, + K, con ¢ € C(T) y K € K(H?). Si
admitimos C*-4lgebras no unitales, entonces K (H?) es una C*-algebra (no unital) por la Proposicién
39, y podemos ver a esta sucesidon exacta corta como una sucesion exacta corta de C*-algebras (ya
que los morfismos son morfismos de C*-algebras). Més aun, esta sucesion «se parte» via el morfismo
isométrico de C*-algebras C(T) — 7 dado por ¢ + T, (esto es, dicho morfismo es una inversa a
derecha de A™! o 7). Luego podemos decir que 7~ es una «extensién [de C*-algebras] de C(T) por
FC(H?)». Esta extension (i.e. esta forma de ver a 7~ como una suerte de «producto semidirecto» entre
K(H?) = K(£?) y C(T)) es conocida como la extension de Toeplitz.

En vista del ejemplo 102, obtenemos la siguiente consecuencia:
Cororario 107. Para toda funcién ¢ € C(T), se tiene
orac2) ([Tel) = o752y (A(@)) = oc(r) (@) = im(e)
6.2. Operadores de Toeplitz inversibles

ProrosiciON 108. Sea ¢ € C(T). Entonces Ty, es un operador de Fredholm si y silo si ¢ € C(T)*
(esto es, siy solosi 0 ¢ (T)).

DEmosTRACION. Si @ € C(T)*, entonces T,-1 es inversa salvo compactos de T,,, por lo cual T,
es de Fredholm.

Por otro lado, como notamos en la Observacion 92, si T, es de Fredholm entonces [T,] = A(¢)
es inversible en el «algebra de Calkin»

Cal(H?) = L(H?)/K(H?)

(A nivel estricto, [T, ] = A(¢) es un elemento de 7 /K (H 2), pero podemos verlo como un elemento
de L(H?)/¥(H?) de la forma obvia). Si [T,] es inversible en Cal(H?), también lo es [T,]* y por
consiguiente también lo es [T},2], ya que

[quolz] = [T@,] = [Ta] [Ttp] = [T¢]*[T¢]
En particular,
0 ¢ ocacr2) ([Tjpp])
Por otro lado, como im(|¢|?) C R, tenemos

im (l¢|?) = 9im (1¢1*) = do7(p2) jccmz) ([T 2]) oca(m?) ([Tjp12])

C
Permanencia Espectral
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donde en la segunda igualdad hemos utilizado el Corolario 107. Luego 0 ¢ im(|¢|?) y por lo tanto ¢
nunca se anula. m]

Si bien todos los operadores inversibles T € G£(H?) son operadores de Fredholm de indice 0,
no vale la vuelta: un operador de Fredholm de indice 0 no tiene por qué ser inversible. (Por ejemplo,
todas las proyecciones ortogonales

Idg2 — Py : lefi = Z xi&;

>0 i>N
son operadores de Fredholm de indice 0). Sin embargo, la siguiente Proposicién muestra que la vuelta
si es vélida entre los operadores de la forma T,:

ProrosiciON 109. Sea ¢ € C(T). Entonces Ty, es un operador de Fredholm de indice O si y solo si
T, es inversible.

DEMOSTRACION. Si T, es inversible, entonces es automdticamente un operador de Fredholm de
indice 0.
Si T, es de Fredholm de indice 0, entonces ¢ nunca se anula (Corolario 108) y por lo tanto el
Teorema del Indice nos da
0 = ind(T,) = n(¢ o q,0)
lo cual por definicidn significa que al escribir a ¢ o g en forma polar

¢ 0q(s) = |poq(s)|e

6(1)-6(0)
21

(con @ : [0,1] — R continua), se tiene =0, esto es,

0(1) = 0(0)

Luego 6 se factoriza a través de q : [0,1] — T, dandonos una funcién continua § : T — R tal que

0 = 0 o q. En consecuencia es

0 0q(s) = |p o g(s)]e?@)

paratodo s € [0, 1], y como q es suryectiva, esto implica que
¢(z) = |o(2)| 10(2) _ logle(2)|+i0(2)

———
>0

para todo z € T. Si definimos
Y € C(T) c L™(T)
como
¥(2) = loglo(2)| +i(2)

obtenemos entonces
1
_ v N Lk
p(z) =e —kE_O k!wz)

Ademas, esta convergencia es uniforme (por el clasico «criterio M» de Weierstrass). Esto significa que
o 1
ie. k_
xprom () £ ) 2V =0
k=0 "

como elementos de L (T).
La idea ahora es aproximar a i € L®(T) por algtin «polinomio trigonométrico», esto es, alguna
combinacién lineal de la forma
N N -1
Yo = Z aiéi = Zai§i+ Z ai&i
i=—N i=0 i=—N
~—— ——
Yo Yo
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Notemos que, sin importar cuales coeficientes elijamos, tendremos
Yi,¥; € H*NC(T) c H* NLY(T) = H®
Como H® es una subélgebra de Banach de L°(T) (Ejemplo 90), tenemos

6.2.1) exp(¥g) } c H®

exp(Yy) = exp(yy)
por la Proposicién 97.
Por los casos de multiplicatividad estricta de la Proposicion 84 y las primeras dos afirmaciones
de la Proposicién 97, tenemos

Texp(—yi) Texp(yt) = Texp(—y) exp (i) }
= Towo(o) = Tz, = Idpe
Texpy) Texp(—y) = Texp(yd) exp(=y) oP(0) = o

y
Texp(—y) Texp(vy) = Texp(—y) exp(y) }
= Towio) = T, = Id;p2
Texp(y) Texp(—y7) = Texp() exp(—y7) p(0) = " = A
con lo cual
(6.2.2) Top(y) Tewp(y) € GL(H?)

Ahora bien: la funcién
Y:L™(T) —» L(H?)
Y’ Tepy-y)
es continua y su valor en i pertenece al abierto G.L(H?):
Y() = Texp(o) = T, = ldp2 € GL(H?)
Como los polinomios trigonométricos son densos en L*(T), debe existir un polinomio trigonomé-
trico 1o tal que

(6.2.3) Y(0) = Texp(y—yo) € GLH)
Luego, por (6.2.2) y (6.2.3) concluimos que
Ty = Texp(y)

= Texp(Jg+9—Jo+07)
= Toxp(yg) exp(y—yo) exp(¥)
= Tep(y) Texp(y—yo) Texp(yir) € GL(H?)

donde para la tercera igualdad hemos usado la segunda afirmacién de la Proposicién 97 (recordemos
que el algebra L™ (X) es conmutativa) y para la tltima igualdad hemos usado (6.2.1) junto con los
casos de multiplicatividad estricta de la Proposicién 80. O

6.3. Caracterizacion del espectro
Finalmente llegamos a la culminacién de nuestro trabajo:

TeoreMA 110. Sea ¢ € C(T). Entonces
o(Ty) = (M) U{A € CN\ o(T) | n(p o g A) # 0}

DEMOSTRACION. En primer lugar, si A € ¢(T), entonces la funcién ¢ — A se anula, y luego el
operador T;, — Aldg2 = T,,_3 no es inversible puesto que ni siquiera es de Fredholm (Proposicién
108). Sea entonces A ¢ ¢(T). Como la funcién ¢ — A nunca se anula, el operador T, — Aldg2 = T,_»
es de Fredholm. Luego es un operador no inversible si y s6lo si su indice de Fredholm es distinto de
0 (Proposicién 109). Pero por el Teorema del Indice es

ind(Ty-2) = n((¢ —A1)q,0) =n(poq-10) =n(pogqAl)
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OBSERVACION 111. Como T es compacto, ¢(T) es siempre un subconjunto cerrado de C. Luego la
imagen de ¢ divide al plano en regiones abiertas: las distintas componentes (arco)conexas de C\ ¢ (T).
El nimero n(¢ o g, A) no varia al mover A dentro de una misma componente arcoconexa® . Luego
el espectro de T, es la imagen de ¢ mas algunas regiones, a saber, aquellas alrededor de las cuales ¢
gira una cantidad no nula de veces.

No se conoce una caracterizacién andloga para operadores de Toeplitz T, en el caso general
@ € L*(T), aunque H. Widom ha demostrado que sus espectros son siempre conexos [16].

“Este es un hecho geométrico elemental, jpero también podemos demostrarlo usando el Teorema 110! En efecto, si Q
es una componente arcoconexa de C\ ¢(T), entonces ¢ — A no se anula para ningtin A € Q, y por consiguiente la aplicacion
continua Q — £(H?) dada por A — T, toma valores en F (H 2). Postcomponiendo esta aplicacién (correstringida a
F(H?)) con el indice ind : ¥ (H?) — Z, obtenemos (por la continuidad del indice) una aplicacioén continua Q — Z dada
por

A ind(T,_3) =n(p o g )

Pero como Q es conexa, esta aplicacién debe ser constante.



Epilogo

Aqui incluimos algunas referencias, con la esperanza de que le sean ttiles al lector interesado en
aprender mas sobre estos temas. Varias de las demostraciones fueron tomadas de los libros [2, 11, 13].
Mientras que los primeras dos son clasicos muy recomendables sobre teoria espectral y C*-algebras,
el dltimo es un libro mucho mas elemental, pero excelentemente escrito, e incluye una generalizacién
de nuestro Teorema del Indice para operadores de Toeplitz cuyos simbolos son funciones a valores
matriciales. Sin embargo, la generalizacién méxima del Teorema del Indice es el Teorema de Atiyah-
Singer, para el cual dirigimos al lector a las referencias [5, 10]. Este teorema tiene entre sus corolarios
ala versién generalizada del Teorema de Gauss-Bonnet (debida a Chern), al Teorema de la Signatura
de Hirzebruch, a la versién generalizada del Teorema de Riemann-Roch (debida a Hirzebruch y a
Grothendieck) y por supuesto a nuestro humilde Teorema del Indice. La demostracion original del
Teorema de Atiyah-Singer usa herramientas de la asi llamada K-teoria topolégica. Varias de estas he-
rramientas fueron luego generalizadas al mundo de las C*-algebras. Para la K-teoria de C*-4lgebras,
véase [5, 15].
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